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Chapitre 1
Introduction
Les avance´es des dernie`res de´cennies dans le domaine de l’e´lectronique ont permis
l’inte´gration plus facile des dispositifs de commande a` base de convertisseur sur un
plus grand nombre d’applications, des plus simples, tels que les sources d’alimentation
des PCs, la te´le´phonie mobile, l’alimentation des moteurs a` courant continu, aux plus
complexes, tel que les technologies ae´rospatiales, les appareils a` utilisation me´dicale,
les TGVs etc. L’utilisation de ces dispositifs de commande oﬀre des avantages impor-
tants au niveau de la dimension, de l’eﬃcacite´ e´nerge´tique et de l’endurance, mais,
en contrepartie, leur mode`le dynamique pre´sente une complexite´ accrue en particulier
a` cause des dynamiques he´te´roge`nes des diﬀe´rents composants. Ainsi, en ge´ne´ral, on
retrouve une dynamique tre`s rapide lie´e au changement de fonctionnement des com-
posants e´lectroniques et une dynamique du reste du syste`me plus lente par rapport a`
la premie`re.
Historiquement, la premie`re solution employe´e pour re´soudre le proble`me de com-
mande des convertisseurs de puissance a e´te´ l’utilisation d’un mode`le moyen qui
est un mode`le limite du syste`me pour une fre´quence inﬁnie de commutation des
e´le´ments actifs, tel que les MOSFETs et les IGBTs, par exemple. En ce qui concerne
la mise en œuvre, la solution technique consiste dans une modulation en largeur
d’impulsion (MLI) du signal de commande continu, ou` la fre´quence de la porteuse est
conside´rablement plus e´leve´e que la dynamique la plus rapide du syste`me. Cependant,
l’utilisation de cette me´thode conduit a` des comportements observe´s qui ne sont pas
explique´s par le mode`le moyen telle que l’apparition d’harmoniques secondaires par
exemple.
Aﬁn de mieux prendre en compte la complexite´ de tels syste`mes, dans les dix
dernie`res anne´es, le nouveau paradigme des syste`mes hybrides a e´te´ applique´ a` la
re´solution de ce type de proble`mes. En eﬀet, dans ce cadre, il est possible de prendre
en compte a` la fois l’e´volution en temps continu du syste`me et ses dynamiques instan-
tane´es ou discre`tes. Il est alors inte´ressant d’obtenir un mode`le explicite du syste`me
aﬁn de proce´der aux e´tapes d’analyse et de commande. De tels mode`les explicites sont
alors semblables a` des automates hybrides, et la diﬃculte´ pour obtenir un tel mode`le
pour un circuit d’e´lectronique de puissance donne´ re´side dans la prise en compte
syste´matique de toutes les dynamiques, surtout discre`tes, qui peuvent se produire lors
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de l’e´volution du syste`me. Ainsi, meˆme pour des circuits simples du point de vue du
nombre de composants, les mode`les e´quivalents peuvent eˆtre assez complexes, en par-
ticulier a` cause des expressions complique´es des transitions. Ceci fait qu’une de´marche
algorithmique d’obtention du mode`le explicite a` partir des mode`les simples des com-
posants est une approche inte´ressante. Pour des syste`mes continus purs, voire pour les
syste`mes avec des interrupteurs ou` la logique de commutation est ne´glige´e, il existe
des me´thodes dans le cadre des approches, telles que, par exemple, les bond graphs
et les syste`mes port-Hamiltoniens qui permettent, par l’interpre´tation des e´changes
e´nerge´tiques, d’obtenir un mode`le d’e´tat continu associe´ a` chaque conﬁguration du
syste`me et l’explicitation des changements de l’e´tat continu lors des commutations.
Par contre, ces de´marches ne prennent pas en compte les conditions qui gouvernent
ces commutations.
Dans ce contexte, l’objectif de la the`se est de proposer une de´marche compositio-
nelle syste´matique qui, associant un mode`le logique pour les conditions de commu-
tation des interrupteurs en comple´ment de leur aspect e´nerge´tique, permet d’obtenir
un mode`le comple`tement explicite : e´quations d’e´tat associe´s a` chaque conﬁguration,
e´quations de saut, contraintes de type invariant et conditions de commutation. Cette
approche doit permettre un traitement unitaire dans les phases de mode´lisation et de
simulation de tous les convertisseurs utilise´s dans les applications, a` partir des plus
simples, tels que les convertisseurs « buck », « boost », « buckboost », « C´uk », etc.,
jusqu’aux plus complique´s comme les convertisseurs re´sonants dont on trouvera un
exemple dans ce document.
La pre´sentation des travaux eﬀectue´s pendant cette the`se de´bute, dans le chapitre
2, par un rappel sur les principales approches de mode´lisation modulaire et de si-
mulation des syste`mes en commutation. Ainsi sont pre´sente´s d’abord les principaux
re´sultats de deux approches e´nerge´tiques de mode´lisation, telles que les bond graphs
et les syste`mes port-Hamiltoniens dans un contexte classique, sans interrupteurs. En-
suite, des extensions de ces approches pour prendre en compte les interrupteurs sont
conside´re´es : les bond graphs commute´s, les bond graphs hybrides, la formulation
port-Hamiltonienne comple´mentaire et la formulation port-Hamiltonienne a` ports pa-
rame´tre´s. Enﬁn, on revient sur les approches principales pour obtenir un mode`le
de simulation pour les syste`mes physiques avec des interrupteurs : l’approche non-
ide´ale et l’approche ide´ale. C’est d’ailleurs cette dernie`re approche qui est analyse´e
dans le de´tail, puisque l’obtention du mode`le de simulation de´coule naturellement des
re´sultats issus de la phase de mode´lisation discute´e ante´rieurement.
Dans le chapitre 3, on pre´sente le cœur des travaux eﬀectue´s pendant cette the`se,
a` savoir, la de´termination syste´matique du mode`le automate hybride e´quivalent d’un
syste`me physique avec des interrupteurs. Pour ce faire, on commence par la pre´sen-
tation de´taille´e des principaux re´sultats obtenus pre´ce´demment dans le cadre de l’ap-
proche bond graph commute´, notamment par (Cormerais, 1998; Buisson et al., 2002).
Dans cette premie`re partie, une attention spe´ciale est accorde´e a` la mise en e´vidence
des hypothe`ses de travail employe´s et a` leurs inﬂuences sur la continuite´ de l’e´tat
et l’occurrence des impulsions dans le syste`me. De plus, par rapport aux travaux
3ante´rieurement cite´s, le vecteur des variables de puissance impose´es aux interrupteurs
est comple`tement explicite´ en fonction de l’e´tat continu et des variables d’entre´e de
puissance. Dans une deuxie`me partie, un mode`le complet d’interrupteur, de type au-
tomate, est introduit. Celui-ci prend en compte, a` la fois, la partie puissance issue
de l’approche bond graph commute´ et, d’autre part, la logique de commutation. Fi-
nalement, le mode`le automate hybride du syste`me est obtenu par la composition des
e´quations du syste`me issues de l’approche bond graph commute´ et des contraintes
impose´es par les mode`les introduits pour les interrupteurs. La principale diﬃculte´ est
ainsi d’obtenir syste´matiquement l’ensemble des invariants et l’ensemble des transi-
tions (en particulier leur condition de garde).
Dans le chapitre 4, on utilise le mode`le issu de la proce´dure pre´ce´dente pour obtenir
un mode`le de simulation sous Simulink. En ce basant sur les principes pre´sente´s dans
le chapitre 2, on propose un algorithme d’obtention du mode`le de simulation tout en
utilisant uniquement des blocs e´le´mentaires pour la partie continue du mode`le et un
Statechart pour la partie discre`te. On propose ainsi la de´ﬁnition d’un bloc ge´ne´rique
pour la dynamique continue associe´e a` un mode du syste`me et, e´galement, un autre
bloc ge´ne´rique pour la condition de sortie par la frontie`re d’un mode. Cependant,
bien qu’algorithmique, cette me´thode demeure limite´e a` cause d’une certaine lour-
deur intrinse`que due a` l’utilisation d’un formalisme graphique, le Statechart, pour
l’explicitation de la dynamique discre`te et, aussi, par l’impossibilite´ de re´utiliser les
mode`les obtenus. Pour corriger ces proble`mes, on propose dans la suite du chapitre
une proce´dure de mise en œuvre d’un mode`le de simulation a` l’aide d’une S-fonction.
Cette utilisation des S-fonctions permet de plus un meilleur controˆle au niveau de
la simulation, aﬁn d’e´viter la formation des boucles alge´briques lors de l’e´tape de
de´termination du mode actif.
Le chapitre 5 pre´sente le proble`me du de´marrage d’un convertisseur double re´so-
nant issu d’une application pratique d’imagerie me´dicale. Compte tenu du fait que
la se´quence de de´marrage contient un nombre limite´ d’instants de commutation, la
solution propose´e consiste dans la de´termination de ceux-ci par une optimisation en
boucle ouverte par rapport a` une fonction de couˆt qui caracte´rise un comportement
impose´. Cette solution tire proﬁt des re´sultats obtenus dans les chapitres pre´ce´dents
pour disposer d’un mode`le ﬁn de simulation du syste`me qui est ne´cessaire pour une
e´valuation ﬁable de la fonction de couˆt. Finalement, la the`se s’ache`ve par un chapitre
consacre´ aux conclusions ge´ne´rales et aux travaux futurs.

Chapitre 2
Mise en perspective
2.1 Vue d’ensemble de la proble´matique
Les activite´s lie´es a` l’analyse et a` la commande des syste`mes dynamiques reposent pour
l’essentiel sur la de´termination d’un mode`le de leur comportement. Ce mode`le peut
eˆtre de´termine´ expe´rimentalement, par exemple par identiﬁcation entre´es-sorties, ou a`
partir des connaissances des phe´nome`nes physiques qui gouvernent ce comportement.
Dans ce cas, il est particulie`rement inte´ressant de pouvoir construire le comportement
global du syste`me en composant des mode`les e´le´mentaires des sous-syste`mes aﬁn d’en
maˆıtriser la complexite´. Pour pouvoir mener a` bien cette ope´ration de construction
du mode`le par composition, il est ne´cessaire, d’une part, que les mode`les e´le´mentaires
posse`dent une structure ade´quate et, d’autre part, que les re`gles de compositions
soient parfaitement de´ﬁnies. Si tel est le cas, le comportement global est implicite-
ment de´ﬁni par la composition. Cependant, il est ge´ne´ralement ne´cessaire, pour utiliser
un tel mode`le, qu’il soit mis sous une forme explicite. Le passage de la premie`re forme
a` cette forme explicite demande la mise en œuvre d’un certain nombre de transfor-
mations dont il est, bien suˆr, inte´ressant qu’elles soient syste´matise´es et, ide´alement,
automatise´es. La mode´lisation de connaissances des syste`mes physiques par compo-
sition de mode`les e´le´mentaires demande donc la de´ﬁnition des moyens de mode´liser
les comportements e´le´mentaires, de les composer et de transformer le premier mode`le
dans des mode`les qui de´ﬁnissent le meˆme comportement mais qui sont exprime´s sous
une forme plus explicite et, donc, plus facilement manipulable pour l’analyse, la si-
mulation et la synthe`se de la commande.
L’objectif de cette the`se est donc de proposer un tel ensemble cohe´rent pour la
mode´lisation compositionnelle de connaissance des syste`mes physiques a` commuta-
tion. Au niveau e´le´mentaire, ces syste`mes sont compose´s d’e´le´ments e´nerge´tiques
continus et d’e´le´ments commutants. Ce sont ces derniers qui posse`dent des caracte`res
logiques, en plus des caracte´ristiques e´nerge´tiques par lesquelles ils interagissent avec
les autres e´le´ments. D’un point de vue global, leur comportement se caracte´rise par
l’apparition de modes qui de´ﬁnissent un comportement continu et d’e´ve´nements de
changement de mode qui sont lie´s, soit a` des e´ve´nements externes, soit au franchis-
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sement de frontie`res dans l’espace d’e´tat continu. Les automates hybrides (Alur et
al., 1995) sont un formalisme particulie`rement adapte´ pour expliciter de tels compor-
tements globaux. Ils permettent la mise en œuvre de certaines ope´rations d’analyse
ou peuvent servir de pivot pour ge´ne´rer des mode`les dans d’autres formalismes tels
que PWA (Sontag, 1981), par exemple. L’objectif est donc de proposer des mode`les
e´le´mentaires cohe´rents avec la mode´lisation compositionnelle et des proce´dures de
transformation du mode`le qui permettent d’obtenir un mode`le explicite sous la forme
d’un automate hybride. D’autre part, la simulation reste un moyen important de va-
lidation du mode`le lui-meˆme et de la commande conc¸ue, une place particulie`re sera
faite a` l’obtention d’un mode`le simulable avec Simulink.
Bien sur cette approche de mode´lisation compositionnelle n’est pas nouvelle, en
particulier pour les syste`mes physiques continus. Dans ce chapitre on se propose donc
de pre´senter des approches base´es sur des conside´rations e´nerge´tiques qui permettent
une telle mode´lisation ainsi que leurs extensions pour prendre en compte l’aspect
e´nerge´tique des e´le´ments commutants (section 2.2). Dans la section 2.3 on rappelle les
principes du formalisme des automates hybrides qui constitue l’objectif a` atteindre
dans la suite des travaux et dans la section 2.4 les proble`mes lie´s a` la simulation
du comportement de tels syste`mes. Enﬁn la section 2.5 permet de conclure sur les
approches pre´sente´es et de souligner les points traite´s dans la suite.
2.2 Approches e´nerge´tiques de mode´lisation
2.2.1 Mode´lisation des syste`mes physiques sans
interrupteurs
L’e´tude syste´matique de la nature a fait l’objet de nombreux travaux depuis l’anti-
quite´ et jusqu’a` nos jours. Sans vouloir faire ici une e´tude exhaustive de ce sujet, dans
le cadre de cette section, on porte un inte´reˆt particulier a` deux approches e´nerge´tiques
de mode´lisation, les bond graph et les syste`mes port-Hamiltoniens avec une structure
de Dirac (ou port-Hamiltonien tout court), qui mettent en avant le paralle´lisme entre
diﬀe´rents domaines d’application (e´lectricite´, me´canique, thermodynamique, hydrau-
lique, etc.). Ainsi, sans perte de ge´ne´ralite´ dans la de´marche, on peut « morceler »
un syste`me physique quelconque en ses parties atomiques de type dipoˆle e´le´mentaire
(source, dissipation, stockage). A chaque partie atomique, on peut associer deux gran-
deurs dites de puissance, qu’on appelle de fac¸on ge´ne´rique l’eﬀort, e, et le ﬂux, f , telles
que la puissance rec¸ue, pour les e´le´ments re´cepteurs, ou la puissance ge´ne´re´e, par les
e´le´ments ge´ne´rateurs, soient exprime´es par le produit entre les deux grandeurs. De
plus, pour les e´le´ments de stockage d’e´nergie, on peut de´ﬁnir une grandeur, qu’on
appelle de fac¸on ge´ne´rique la variable d’e´nergie, comme e´tant l’inte´grale d’une des
grandeurs de puissance.
Compte tenu du fait que la seule contrainte impose´e aux variables d’eﬀort et de
ﬂux associe´es a` chaque e´le´ment est le fait que leur produit repre´sente une puissance,
le choix pour ces variables n’est pas unique. Le choix le plus commun est fait de
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telle sort qu’on parvienne a` une cohe´rence au niveau des variables d’eﬀort/ﬂux par
rapport a` leur signiﬁcation physique. Ainsi, l’eﬀort est repre´sente´ par la tension dans
le domaine e´lectrique, la force dans la me´canique de translation, le couple dans la
me´canique de rotation, etc., tandis que le ﬂux est repre´sente´ par le courant dans
le domaine e´lectrique, la vitesse de de´placement dans la me´canique de translation,
la vitesse de rotation dans la me´canique de rotation. C’est ce choix qui est le plus
souvent rencontre´, que ce soit dans le cas du formalisme bond graphs (Karnopp et
al., 2000; Buisson, 1993) ou dans la plupart des travaux qui concerne l’approche
port-Hamiltonienne avec une structure de Dirac (Escobar et al., 1999; Magos, 2005;
Valentin et al., 2006).
Par rapport aux variables d’eﬀort et de ﬂux ainsi de´ﬁnies, on introduit deux
types de variables d’e´nergie, dont la de´nomination est he´rite´e du domaine me´canique,
le de´placement, q, comme e´tant l’inte´grale du ﬂux et le moment, p, comme e´tant
l’inte´grale de l’eﬀort :
q (t) =
∫ t
f (τ) dτ (2.1a)
p (t) =
∫ t
e (τ) dτ (2.1b)
Ces variables correspondent dans le domaine e´lectrique au ﬂux e´lectrique (le moment)
et a` la charge (le de´placement). Ainsi, on peut maintenant de´ﬁnir deux types de dipoˆle
qui stockent de l’e´nergie : s’il existe une relation statique entre le de´placement et
l’eﬀort, alors on dit qu’il s’agit d’un dipoˆle capacitif et s’il existe une relation statique
entre le moment et le ﬂux, alors il s’agit d’un dipoˆle inertiel. Dans les deux cas, compte
tenu du fait que, conforme´ment aux relations (2.1), on trouve dq = fdt et dp = edt,
l’e´nergie stocke´e s’exprime sous les formes respectives suivantes :
E = E0 +
t∫
t0
e (τ) f (τ) dτ = E0 +
q(t)∫
q0
e (q) dq (2.2a)
E = E0 +
t∫
t0
e (τ) f (τ) dτ = E0 +
p(t)∫
p0
f (p) dp, (2.2b)
ou` E0 repre´sente l’e´nergie stocke´e quand q = q0 et p = p0. De plus, les expressions
donne´es pour l’e´nergie repre´sentent, dans le domaine e´lectrique, l’e´nergie e´lectrique
dans le cas (2.2a) et l’e´nergie magne´tique dans le cas (2.2b), tandis que, dans le
domaine me´canique, les meˆmes expressions repre´sentent l’e´nergie potentielle, (2.2a)
et l’e´nergie cine´tique, (2.2b). Si, en plus, on suppose l’hypothe`se de line´arite´ pour ces
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dipoˆles, ce qui dans le domaine e´lectrique correspond a` p = L · f et q = C · e, alors,
pour un q0 = 0 et pour un p0 = 0, l’e´nergie stocke´e s’exprime sous la forme :
E =
q2
2C
=
1
2
Ce2 (2.3a)
E =
p2
2L
=
1
2
Lf 2 (2.3b)
D’un point de vue global par rapport au champ d’e´le´ments de stockage d’e´nergie,
on peut de´ﬁnir une fonction Hamiltonienne, H , qui repre´sente l’e´nergie totale stocke´e
par ces e´le´ments. Si on note q,p, eE et fE les vecteurs de de´placement, de moment,
d’eﬀort et de ﬂux correspondant au champ de stockage, alors la puissance absorbe´e
est donne´e par :
H˙ =
∂TH
∂q
q˙+
∂TH
∂p
p˙ = eTEfE , (2.4)
ou` on peut e´galement identiﬁer l’eﬀort associe´ a` la partie capacitive, ∂H
∂q
, et le ﬂux
associe´ a` la partie inertielle, ∂H
∂p
. Enﬁn, si on fait l’hypothe`se de line´arite´, dans le
domaine e´lectrique, l’e´nergie totale est donne´e par :
H =
1
2
xTQx, (2.5)
ou` le vecteur x est obtenu a` partir des variables d’e´nergie de tous les dipoˆles du
champ de stockage, qui est e´galement appele´ dans ce cas un re´seau LC (Escobar et al.,
1999), et la matrice Q est de´ﬁnie positive, correspondant aux relations constitutives
de chaque e´le´ment. De plus, Q est diagonale avec des e´le´ments diagonaux du type
1/C ou 1/L, sauf dans le cas ou` il y aurait des inductances mutuelles dans le syste`me.
En ce qui concerne les parties atomiques qui ont une fonction dissipative, celles-
ci sont caracte´rise´es par des relations statiques entre leur eﬀort et leur ﬂux. En re`gle
ge´ne´rale, les e´le´ments dissipatifs sont des consommateurs de puissance, donc la relation
statique est de´ﬁnie uniquement dans les quadrants I et III. Si on fait l’hypothe`se
line´aire pour ce type d’e´le´ment, alors, dans le domaine e´lectrique, on retrouve la loi
d’Ohm : e = Rf et la puissance dissipe´e dans ce cas est repre´sente´e par :
P = ef =
e2
R
= Rf 2 (2.6)
Les parties atomiques qui ont une fonction de source sont de deux types : source
de ﬂux ou source d’eﬀort. Cependant, d’un point de vue physique, ces e´le´ments ne
correspondent pas force´ment a` des sources re´elles. Ils peuvent eˆtre le re´sultat de la
de´composition d’un syste`me en plusieurs sous-syste`mes, et, dans ce cas, les variables
d’eﬀort/ﬂux associe´es aux connexions entre sous-syste`mes deviennent des variables
d’interaction. Ainsi, implicitement, au niveau des sous-syste`mes ces variables de-
viennent, de fac¸on comple´mentaire pour les sous-syste`mes connecte´s, pratiquement
des sources.
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Champ des
sources
Champ
d’interconnexion
Champ de
stockage
Champ
dissipatif
eS fS
eE
fE
eR
fR
Fig. 2.1 – Sche´ma bloc ge´ne´rique d’interconnexion des trois champs d’un syste`me
physique
Finalement, pour avoir un syste`me physique viable, il faut que les trois champs
e´nume´re´s ci-dessus soient connecte´s, conforme´ment a` la ﬁgure 2.1. Le champ d’inter-
connexion, qu’on appelle dans l’approche bond graph structure de jonction et dans
l’approche port-Hamiltonienne structure de Dirac, de´ﬁnit la topologie du syste`me a`
l’aide d’e´le´ments ide´aux (connexions proprement dites, transformateurs et gyrateurs),
c’est-a`-dire des e´le´ments qui canalisent les ﬂux de puissance, sans jouer aucun roˆle actif
dans le bilan de puissances du syste`me. Ainsi, ce dernier s’e´crit de la fac¸on suivante :
eTS fS − eTEfE − eTRfR = 0, (2.7)
ou` eTE =
(
∂H
∂q
p˙
)
et fE =
(
q˙ ∂H
∂p
)T
. La relation (2.7) exprime le fait que la
puissance fournie par les sources se retrouve entie`rement en tant qu’e´nergie stocke´e,
par le champ de stockage, ou en tant qu’e´nergie dissipe´e, par le champ dissipatif.
Quant au champ d’interconnexion, il introduit des contraintes supple´mentaires
lie´es a` la topologie du syste`me et qui sont exprime´es par les lois de Kirchhoﬀ ge´-
ne´ralise´es. Aﬁn d’obtenir la mise en e´quation de ces contraintes, les deux approches
discute´es dans le cadre de cette section utilisent deux me´thodes diﬀe´rentes avec deux
re´sultats qualitativement diﬀe´rents.
2.2.1.1 Approche bond graphs
En ce qui concerne l’approche bond graphs (1), on fait appel a` une proce´dure, appele´e
assignation de la causalite´, qui permet, par rapport a` la structure de jonction, l’orga-
nisation en terme d’entre´e/sortie des variables d’eﬀort/ﬂux associe´es aux connexions
de chaque champ avec cette meˆme structure de jonction. La proce´dure est la suivante :
1. on impose comme variable d’entre´e l’eﬀort, respectivement le ﬂux, associe´ a` une
source d’eﬀort, respectivement a` une source de ﬂux, tandis que la variable de
puissance conjugue´e associe´e a` la meˆme source (le ﬂux, respectivement l’eﬀort)
(1)Pour une introduction plus comple`te concernant l’approche bond graphs, voire, par exemple,
(Karnopp et al., 2000).
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est impose´e comme variable de sortie. On note u, respectivement v, le vecteur
de puissance d’entre´e, respectivement de sortie, associe´ aux sources ;
2. on maximise le nombre de variables d’eﬀort, respectivement de ﬂux, associe´es
aux e´le´ments de stockage inertiels, respectivement capacitifs, choisies en tant que
sorties, tandis que les variables conjugue´es de ﬂux, respectivement d’eﬀort, sont
choisies en tant qu’entre´es. On dit que les e´le´ments de stockage pour lesquels ce
choix a pu eˆtre fait sont inde´pendantes, et on note x˙i =
(
p˙i q˙i
)T
le vecteur
de variables de puissance de sortie, ou` le vecteur des variables conjugue´es de
puissance (d’entre´e) est donne´ par Zi =
(
∂H
∂pi
∂H
∂qi
)T
. Les e´le´ments de stockage
pour lesquels le meˆme choix n’a pas pu eˆtre fait sont dits de´pendants, et on note
x˙d =
(
p˙d q˙d
)T
le vecteur de variables de puissance d’entre´e, ou` le vecteur des
variables conjugue´es de puissance (de sortie) est donne´ par Zd =
(
∂H
∂pd
∂H
∂qd
)T
;
3. pour les variables de puissance associe´es aux e´le´ments dissipatifs dont le choix
n’a pas e´te´ impose´ par les pre´ce´dentes assignations (pour les sources et pour les
e´le´ments de stockage), on de´signe de fac¸on arbitraire les variables de puissance
d’entre´e et de sortie. De fac¸on globale par rapport au champ dissipatif, on note
Di le vecteur des variables de puissance d’entre´e et Do le vecteur des variables
de puissance de sortie.
On fait de plus l’hypothe`se suivante :
Hypothe`se 2.1 A l’issue de la proce´dure d’assignation de la causalite´, il n’y a pas
de boucle causale de gain unitaire concernant une (quelconque) variable de puissance
du syste`me.
Maintenant, soit Y =
(
x˙i Zd Do −v
)T
le vecteur des termes qui repre´sentent
des sorties, et soit U =
(
Zi x˙d Di u
)T
le vecteur des termes qui repre´sentent des
entre´es, ceci permet d’aboutir a` une mise en e´quation sous la forme entre´e/sortie
suivante :
Y = SU, (2.8)
ou`, conforme´ment a` la relation (2.7), S est une matrice antisyme´trique qui caracte´rise
la topologie du syste`me. La relation (2.8) est minimale, puisqu’elle a une dimension
e´gale au nombre de dipoˆles et, pour un syste`me dont la topologie est repre´sente´ par
N nœuds et M mailles, elle est l’e´quivalent des lois de Kirchhoﬀ pour N − 1 nœuds
et M − 1 mailles.
Remarque 2.2 Dans une terminologie bond graph, on utilise plutoˆt les notions d’e´le´-
ments de stockage en causalite´ inte´grale, respectivement en causalite´ de´rive´e, a` la place
d’inde´pendant, respectivement de´pendant. Ceci provient du fait que, lorsque la variable
de puissance x˙i d’un e´le´ment de stockage est une variable de sortie, alors la variable
d’e´nergie, xi, est obtenue par inte´gration, tandis que lorsque la variable de puissance
x˙d d’un e´le´ment de stockage est une variable d’entre´e, le calcul de la diﬀe´rentielle de
la variable d’e´nergie, qui co¨ıncide avec sa de´rive´e dans le cas scalaire, est ne´cessaire
pour retrouver la variable de puissance de sortie.
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2.2.1.2 Approche port-Hamiltonienne
En ce qui concerne l’approche port-Hamiltonienne, on applique, ge´ne´ralement, les
meˆmes principes d’organisation des variables en tant qu’entre´es et sorties aﬁn de
retrouver une relation e´quivalente a` (2.8), voir par exemple (Escobar et al., 1999). De
plus, il est aussi envisageable, conforme´ment a` (van der Schaft, 2006), de renoncer au
choix homoge`ne des variables d’eﬀort/ﬂux par rapport a` leurs signiﬁcation physique,
ce qui conduit a` une repre´sentation homoge`ne en terme de variables d’entre´e et de
sortie, pour de´ﬁnir les variables de puissance de fac¸on homoge`ne par rapport a` leur
pre´sence dans Y et U . Ainsi, en gardant la meˆme signiﬁcation pour les variables
d’e´nergie, on de´ﬁnit le ﬂux associe´ au champ de stockage comme e´tant la diﬀe´rentielle
de l’e´tat, fE = x˙, tandis que l’eﬀort est donne´ par eE =
∂H
∂x
. De la meˆme fac¸on, on
de´ﬁnit les vecteurs d’eﬀort et de ﬂux associe´s aux champs de sources et dissipatif,
tel que, pour un syste`me sans e´le´ments de´pendants, on a Y =
(
fE eR eS
)T
et
U =
(
eE fR fS
)T
. Cependant, bien qu’inte´ressante a` long terme, on e´carte pour la
suite de l’expose´ ce type de notation homoge`ne par rapport aux vecteurs d’entre´e et de
sortie, pour garder uniquement la notation homoge`ne d’un point de vue signiﬁcation
physique.
Toutefois, une manie`re le´ge`rement diﬀe´rente d’obtention de la mise en e´quations,
a e´te´ introduite par (Magos, 2005). Dans ce cas, on utilise une repre´sentation de
type graphe (oriente´) d’interconnexion de ports, G, pour un syste`me a` ne dipoˆles.
Formellement, ce graphe est de´crit par l’ensemble non-vide de ces nœuds, V (G), avec
nv = card (V (G)), et par l’ensemble non-vide de ces branches, E (G), ou` une branche,
eG, connecte deux nœuds v ∈ V (G), le nœud de de´part, et v′ ∈ V (G), le nœud
d’arrive´e.
Le graphe G est dit connexe si, et seulement si, pour tout nœud v ∈ V (G), il est
connecte´ a` au moins deux branches diﬀe´rentes du graphe, ce qu’on suppose par la
suite eˆtre respecte´ pour tout tel graphe associe´ a` un syste`me physique. De plus, on
suppose e´galement que, pour tout syste`me physique, on a une repre´sentation planaire,
c’est-a`-dire que le plan est se´pare´ par rapport a` G en ne − nv + 2 re´gions appele´es
facettes. On peut ainsi de´ﬁnir un graphe dual G∗ = (V (G∗) , E (G∗)), ou` les nœuds
correspondent aux facettes de G et les branches de E (G∗) connectent deux facettes de
G (nœuds de G∗) qui ont une branche (frontie`re) commune. Par rapport au graphe G,
et de fac¸on similaire par rapport au graphe G∗, on peut maintenant de´ﬁnir la matrice
d’incidence, de dimension nv × ne, e´le´ment par e´le´ment :
MGI (i, j) =
⎧⎨
⎩
−1, ∃k ∈ {1, . . . , nv} , t.q. eGj = (vk, vi) et vi = vk
1, ∃k ∈ {1, . . . , nv} , t.q. eGj = (vi, vk) et vi = vk
0, sinon
(2.9)
A ce point, si a` chaque branche deG, on associe les deux variables de puissance, l’ef-
fort et le ﬂux, tel que le sens de la branche est en concordance avec le sens choisi pour
le ﬂux, alors on obtient, pour un syste`me physique quelconque, la mise en e´quation
suivante :
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(
MGI
0
)
f +
(
0
MG
∗
I
)
e = 0, (2.10)
ou` f =
(
fE fR fS
)T
et e =
(
eE eR eS
)T
. Cette repre´sentation est non-
minimale puisqu’elle a (ne + 2) e´quations, par rapport a` ne, le nombre d’e´quations de
(2.8). Ne´anmoins, on peut obtenir une repre´sentation minimale a` partir de (2.10) si
on e´limine une ligne de la matrice MGI et une autre de la matrice M
G∗
I .
Pour conclure cette sous-section de´die´e a` la mode´lisation des syste`mes physiques
sans interrupteurs, on fait la remarque que, inde´pendamment du choix de l’approche
de mode´lisation, lorsque le champ dissipatif est line´aire et il n’y a pas d’e´le´ment de
stockage de´pendant (x = xi), la mise en e´quation du syste`me peut se faire sous la
forme suivante (van der Schaft, 2006) :
x˙ = (J − R) ∂H
∂x
+ gu (2.11a)
v = gT
∂H
∂x
+ gSu, (2.11b)
ou` J = −JT est la matrice d’interconnexion interne, g est la matrice d’interconnexion
externe, gS = −gTS est la matrice d’interconnexion des sources et R = RT est lie´e a` la
dissipation du syste`me. Autrement, s’il existe des e´le´ments de stockage de´pendants,
alors, la mise en e´quation du syste`me se fait sous la forme :
M x˙ = A
∂H
∂x
+ gu (2.12a)
v = gI
∂H
∂xi
+ gDx˙d + gSu, (2.12b)
ou` la matrice M est singulie`re et g =
(
gI gD
)T
.
2.2.2 Mode´lisation des syste`mes physiques avec des interrup-
teurs
Les meˆmes principes de mode´lisation des syste`mes peuvent eˆtre re´plique´s dans le
cas ou` des interrupteurs (dans le sens large d’e´le´ments de commutation, non-limite´
uniquement au domaine e´lectrique) font partie du syste`me. Ainsi, du point de vue
e´nerge´tique, en ce qui concerne le mode`le d’interrupteur, on peut distinguer deux
approches principales : une qui met l’accent sur l’aspect e´le´ment commutateur, qu’on
appelle par la suite l’approche ide´ale, et une seconde qui met l’accent sur l’aspect
dissipatif, qu’on appelle par la suite l’approche non-ide´ale. Du point de vue du principe
de fonctionnement, ces deux approches se diﬀe´rentient e´galement dans le traitement
de la phase dite de commutation, qui assure en eﬀet le passage entre deux, voir plus,
re´gimes de fonctionnement. Dans le cadre de l’approche ide´ale, l’interrupteur commute
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commutation
ide´ale
« commutation »
non-ide´ale
re´gion
d’avalanche
vD
iD
Fig. 2.2 – Caracte´ristiques de la diode dans l’espace des variables d’eﬀort/ﬂux as-
socie´es, ou` la caracte´ristique ide´ale est donne´e en traits plus gros que celle non-line´aire.
On peut constater que la caracte´ristique line´aire ne prend pas en compte le phe´nome`ne
d’avalanche
instantane´ment (dure´e nulle de commutation) entre un re´gime de fonctionnement ou`
son ﬂux est nul et un autre re´gime de fonctionnement ou` son eﬀort est nul et vice
versa, la puissance dissipe´e par l’interrupteur pendant un re´gime de fonctionnement
(commutation exclue) est nulle. On peut donc associer a` l’interrupteur, en plus des
variables d’eﬀort/ﬂux, un e´tat discret qui de´crit le re´gime de fonctionnement. Par
exemple, dans le domaine e´lectrique, on dit qu’un interrupteur est ferme´ si son eﬀort
est nul et il est ouvert lorsque son ﬂux est nul. Dans le cas de l’approche non-ide´ale,
les re´gimes de fonctionnement ne sont plus a` puissance nulle et la « commutation »
n’est plus a` dure´e nulle, bien que la dynamique dans cette re´gion soit beaucoup plus
rapide que la dynamique globale du syste`me. A titre d’exemple, on donne ﬁgure 2.2
une comparaison entre les deux approches de mode´lisation pour un interrupteur du
domaine e´lectrique (la diode).
Dans le cadre de l’approche non-ide´ale, il est naturel d’avoir un mode`le d’interrup-
teur de type re´sistance non-line´aire ou, encore, line´aire par morceaux, ou` la valeur de
la re´sistance change dans la re´gion de commutation d’une valeur tre`s grande a` une va-
leur tre`s petite et vice versa (Dauphin-Tanguy and Rombaut, 1993). Ce choix permet
de retrouver une mise en e´quation tout a` fait similaire aux relations (2.8) et (2.10),
de´termine´es ante´rieurement pour les syste`mes sans interrupteurs. Ne´anmoins, bien
que plus simple, puisque ne ne´cessitant pas une remise en question des formalismes
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commutationcommutation
commutationcommutation
discontinuite´
discontinuite´ e
f
Fig. 2.3 – Caracte´ristique de l’interrupteur ide´al a` la commande. On peut observer
que les variables de puissance peuvent eˆtre discontinues, meˆme lorsque l’interrupteur
ne commute pas
ante´rieurs, cette approche de mode´lisation trouve ces limites lors de son utilisation
dans l’analyse, telle que, par exemple, la simulation (Cormerais, 1998).
Pour la suite de la section, on s’inte´resse uniquement aux approches qui utilisent
un mode`le ide´al d’interrupteur. Plus pre´cise´ment, il s’agit principalement de l’inter-
rupteur ide´al a` la commande, dont la caracte´ristique est donne´e en ﬁgure 2.3. De
fac¸on ge´ne´rale, le roˆle de l’interrupteur dans un syste`me est de pouvoir oﬀrir une
souplesse dans l’acheminement de l’e´nergie des sources vers le champ dissipatif et
le champ de stockage. De ce point de vue, une premie`re solution consiste a` inte´grer
les mode`les d’interrupteurs dans le champ d’interconnexion et, par conse´quence, gar-
der le sche´ma de la ﬁgure 2.1. Toutefois, compte tenu du fait qu’il est possible, a`
des instants de temps ponctuels, d’avoir une dissipation ﬁnie et instantane´e d’e´nergie
(due a` l’ide´alite´ de la repre´sentation de l’interrupteur), le champ d’interconnexion ne
repre´sente plus une structure conservatrice par rapport a` l’e´quation de bilan des puis-
sances (2.7). Ainsi, une deuxie`me solution consiste a` garder la nature conservatrice du
champ d’interconnexion par l’introduction d’un champ se´pare´ pour les interrupteurs,
conforme´ment a` la ﬁgure 2.4, en leurs confe´rant non seulement une dimension logique,
mais aussi physique, de type dipoˆle. Dans ce cas, le bilan e´nerge´tique du syste`me, pour
une convention re´cepteur du champ interrupteur, s’e´crit sous la forme :
ES −EE − ER − EI = 0, (2.13)
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Fig. 2.4 – Sche´ma bloc ge´ne´rique d’un syste`me physique avec des interrupteurs avec
un champ d’interconnexion conservateur
ou`, pour un interrupteur, l’e´nergie dissipe´e est nulle, sauf a` sa commutation si une des
variables de puissance associe´e est impulsionnelle, tandis que l’autre est discontinue.
Pour re´sumer, les principales approches de mode´lisation analyse´es dans cette sous-
section sont les suivantes :
• approches a` champ d’interconnexion conservateur
– les bond graphs commute´s (l’interrupteur est mode´lise´ par un e´le´ment spe´ci-
ﬁque de bond graph) (Buisson, 1993; Stro¨mberg, 1994) ;
– formulation port-Hamiltonienne comple´mentaire (Heemels et al., 2003) ;
• approches a` champ d’interconnexion ponctuellement dissipatif
– bond graphs hybrides (l’interrupteur est mode´lise´ par une jonction com-
mande´e) (Mo¨sterman, 1997) ;
– formulation port-Hamiltonienne a` ports parame´tre´s (Magos, 2005).
Remarque 2.3 Dans certains cas particuliers, mais avec un champ d’application
suﬃsamment important, on peut avoir un champ d’interconnexion conservateur, ou`
les e´le´ments commutateurs sont inte´gre´s. Une telle situation correspond a` la com-
mutation par paire des interrupteurs, voir, par exemple, (Buisson et al., 2002), pour
une approche bond graph, ou (Magos, 2005), pour une approche port-Hamiltonienne.
Ainsi, si on note ρ le vecteur repre´sentant l’e´tat discret des paires d’interrupteurs,
alors la mise en e´quation du syste`me, pour un champ dissipatif line´aire, aboutit a` une
forme du meˆme type que la relation (2.11), mais parame´tre´e par rapport a` ρ :
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e ≡ 0
f ≡ 0
Sw
Sw ferme´
ouvert
Fig. 2.5 – E´le´ment bond graph a` causalite´ variable mode´lisant l’interrupteur : source
d’eﬀort nulle quand il est ferme´ et source de ﬂux nulle quand il est ouvert (convention
ge´ne´rateur)
x˙ = (J (ρ)− R (ρ)) ∂H
∂x
+ g (ρ)u (2.14a)
v = gT (ρ)
∂H
∂x
+ gSu (2.14b)
En plus, les matrices J (ρ), R (ρ) et g (ρ) ont une repre´sentation aﬃne par rapport a`
ρ.
2.2.2.1 Les Bond graphs commute´s
Les bond graphs commute´s sont des bond graphs classiques enrichis avec l’e´le´ment
interrupteur (Buisson, 1993; Stro¨mberg, 1994), ce qui permet de prendre en compte
la dimension physique et e´nerge´tique de celui-ci. Ce nouvel e´le´ment est un dipoˆle
mode´lise´ comme une source de nature variable, conforme´ment a` la ﬁgure 2.5. Ainsi,
quand l’interrupteur est ferme´, l’e´le´ment bond graph interrupteur agit comme une
source d’eﬀort nulle. Autrement, quand l’interrupteur est ouvert, l’e´le´ment bond graph
agit comme une source de ﬂux nulle. Par rapport a` l’assignation de la causalite´, ces
changements se traduisent par une variation de la causalite´ de l’e´le´ment interrupteur
lors des commutations. Ceci fait qu’au moment ou` l’on conside`re que l’interrupteur est
ouvert, son ﬂux est la variable d’entre´e dans la structure de jonction, tandis que son
eﬀort est une variable de sortie, et vice versa pour l’interrupteur ferme´. Compte tenu
du fait que l’e´nergie e´change´e entre les interrupteurs et le reste du syste`me est nulle
sauf, dans certains cas, a` la commutation, le sens de la transmission de la puissance
est choisi de l’interrupteur vers le reste du syste`me (convention ge´ne´rateur).
On e´tablit de cette manie`re un lien implicite entre l’e´tat logique de l’interrupteur
et les variables d’eﬀort/ﬂux associe´es au dipoˆle bond graph, par la contrainte impose´e
aux dernie`res. D’autre part, quand l’interrupteur est ferme´, respectivement ouvert,
le ﬂux, respectivement l’eﬀort, n’est soumis a` aucune contrainte. Dans ce cas le ﬂux,
respectivement l’eﬀort, est la variable libre associe´e a` l’e´tat logique ferme´, respective-
ment ouvert, de l’interrupteur. Au moment de la commutation de l’interrupteur, la
variable libre de´vient contrainte tandis que la variable contrainte de´vient libre.
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Puisque la variable contrainte de l’interrupteur est toujours nulle, la puissance dis-
sipe´e par l’interrupteur est presque toujours nulle. La seule exception est constitue´e
au moment de la commutation, quand la variable libre peut avoir une composante im-
pulsionnelle. Dans ce cas l’e´nergie dissipe´e a` la commutation est non-nulle et l’e´change
avec le reste du syste`me est instantane´. La cause du phe´nome`ne impulsionnel et, im-
plicitement, de l’e´change instantane´ de l’e´nergie avec le syste`me sont des conse´quences
de l’hypothe`se d’ide´alite´ introduite pour le mode`le de l’interrupteur.
Compte tenu du fait que l’e´le´ment interrupteur est a` causalite´ variable, on peut
envisager une mise en e´quation du type (2.8) pour chaque conﬁguration d’interrup-
teurs du syste`me. Pour trouver ces mises en e´quation, on peut employer une proce´dure
d’assignation de causalite´ pour chaque conﬁguration d’interrupteurs, telle que SCAP,
ou` les interrupteurs dans la conﬁguration donne´e sont lotis au champ des sources.
Si lors de l’application de SCAP, pour une conﬁguration d’interrupteurs donne´e, on
aboutit a` un conﬂit causal qui ne peut pas eˆtre re´solu, alors ceci est e´quivalent au fait
que la dite conﬁguration ne respecte pas les lois de Kirchhoﬀ et, donc, elle n’est pas
permise. Si lj est une conﬁguration pour laquelle l’assignation de la causalite´ est fai-
sable et l’hypothe`se 2.1 est valide quelle que soit lj , alors la mise en e´quation associe´e
peut se mettre sous la forme :
Yj = SjUj , (2.15)
ou` la matrice Sj garde la proprie´te´ d’antisyme´trie et Yj, respectivement Uj , repre´sente
le vecteur de sortie, respectivement d’entre´e, de la structure de jonction. Ainsi, les vec-
teurs de sortie, Yj, et d’entre´e, Uj , compte tenu du fait que les sources sont des e´le´ments
a` causalite´ ﬁxe, peuvent se de´composer par rapport aux sorties et aux entre´es de tous
les champs : Yj =
(
x˙ij Zdj Doj −Toj −v
)T
et Uj =
(
Zij x˙dj Dij Tij u
)T
,
ou` les vecteurs x˙ij , Zdj, Doj,v, Zij, x˙dj , Dij,u ont la meˆme signiﬁcation par rapport a`
la mise en e´quation a` topologie ﬁxe (2.8), tandis que Toj , respectivement Tij , est le
vecteur des variables de puissance d’entre´e, respectivement de sortie, de la structure
de jonction par rapport au champ des interrupteurs.
Par rapport a` l’approche d’assignation de la causalite´ par une proce´dure SCAP
pour chaque conﬁguration, qui est une solution laborieuse, (Buisson et al., 2002) pro-
pose une approche alternative de de´termination alge´brique des triplets (Yj,Sj , Uj) a`
partir d’un autre triplet (Yr,Sr, Ur), associe´ a` une conﬁguration spe´ciale d’interrup-
teurs, lr, appele´e conﬁguration de re´fe´rence, et de´termine´e toujours par SCAP. Pour
trouver cette conﬁguration, on applique SCAP en conside´rant les interrupteurs comme
des e´le´ments dissipatifs, ce qui les rendent a` causalite´ indiﬀe´rente. La causalite´ des
interrupteurs, autrement dit l’e´tat ouvert/ferme´, n’est aﬀecte´ qu’apre`s l’assignation
de la causalite´ des sources et des e´le´ments de stockage en ayant soin de maximiser
le nombre d’e´le´ment a` causalite´ inte´grale. Cette conﬁguration existe toujours, sauf
dans des cas marginaux ou` aucune conﬁguration n’est valide, et, compte tenu de l’hy-
pothe`se 2.1, on peut y associer ainsi les vecteurs des variables de puissance Yr et Ur et
la matrice de la structure de jonction Sr, qui de´ﬁnissent une relation d’entre´e/sortie
de type (2.15).
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Maintenant, une autre conﬁguration d’interrupteurs quelconque, lj, peut eˆtre de´-
ﬁnie par rapport a` la conﬁguration de re´fe´rence, par l’interme´diaire d’une matrice
diagonale Λj de dimension e´gale au nombre d’interrupteurs du syste`me, ou` les e´le´ments
diagonaux sont e´gaux soit a` 1, si l’interrupteur correspondant change de causalite´ par
rapport a` la conﬁguration de re´fe´rence, soit a` 0, autrement. Il est possible a` ce point,
conforme´ment a` (Buisson et al., 2002), en utilisant uniquement les matrices Sr et
Λj , de de´cider si la conﬁguration lj est permise ou non. Si la re´ponse est aﬃrmative,
alors les nouveaux vecteurs d’entre´e/sortie par rapport au champ d’interrupteurs sont
donne´s par la relation suivante :(
Tij
Toj
)
=
(
I− Λj Λj
Λj I− Λj
)(
Tir
Tor
)
(2.16)
De fac¸on similaire, les vecteurs d’entre´e/sortie par rapport au champ dissipatif sont
donne´s par une relation du meˆme type :(
Dij
Doj
)
=
(
I−Δj Δj
Δj I−Δj
)(
Dir
Dor
)
, (2.17)
ou` Δj repre´sente une matrice diagonale de la meˆme dimension que le nombre d’e´le´-
ments dissipatifs, dont les e´le´ments diagonaux qui sont e´gaux a` 1 correspondent a` des
e´le´ments dissipatifs qui ne changent pas de causalite´ par rapport a` lr, tandis que la
situation contraire de point de vue causal est repre´sente´e par des e´le´ments diagonaux
nuls. Finalement, dans le meˆme registre, en conside´rant en plus comme invariante la
causalite´ des e´le´ments de stockage de´pendants de lr, le passage des variables de xir
vers xdj est donne´ par :
xir =
(
P1j P2j
)( xij
xidj
)
, (2.18)
ou` xdj =
(
xidj xdr
)T
et Pj =
(
P1j P2j
)
est une matrice de permutation.
Sans entrer ici dans le de´tail de la de´termination de (Yj,Sj , Uj), fournit par
(Buisson et al., 2002), on remarque que celle-ci passe e´galement par la de´termination
des matrices inconnues Δj et Pj . Plus pre´cise´ment, il s’agit de de´terminer les ma-
trices Δj et P2j (P1j e´tant directement lie´e a` cette dernie`re) de rang minimal, telles
que la repre´sentation (Yj,Sj , Uj) soit bien de´ﬁnie. Toutefois, e´tant donne´ que le cal-
cul de Δj et P2j n’est pas explicite par rapport a` Sr et Λj, on ne peut pas de´ﬁnir de
fac¸on explicite une transformation qui relie le triplet (Yj,Sj, Uj) au triplet de re´fe´rence
(Yr,Sr, Ur) et au Λj.
Dans le cas ou` le champ de stockage et le champ dissipatif sont line´aires, on peut
de´ﬁnir de fac¸on ge´ne´rique une transformation du vecteur des variables d’e´nergie :(
xij
xdj
)
= Qj
(
x1j
x2j
)
(2.19)
telle qu’on puisse isoler, a` partir de (2.15), une e´quation dynamique explicite concer-
nant x1j et une contrainte alge´brique, toujours explicite, concernant x2j . En plus,
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compte tenu du caracte`re conservateur de la structure de jonction, on peut expliciter
e´galement, lors des changements de conﬁguration, les discontinuite´s e´ventuelles des
variables d’e´nergie, ainsi que les e´ventuelles parties impulsionnelles des variables de
puissance associe´e aux interrupteurs.
2.2.2.2 Formulation port-Hamiltonienne comple´mentaire
La formulation port-Hamiltonienne avec une structure de Dirac pour les syste`mes
physiques avec interrupteurs met en e´vidence, comme les bond graphs, le principe de
conservation de la puissance dans le syste`me. Le mode`le mathe´matique du syste`me
port-Hamiltonien consiste dans un syste`me d’e´quations global (inde´pendant de la
conﬁguration d’interrupteurs) qui de´crit a` la fois la dynamique du vecteur d’e´tat, une
relation de sortie, la relation entre le vecteur d’e´tat et les variables d’eﬀort/ﬂux as-
socie´es aux interrupteurs, et la relation d’orthogonalite´ entre les variables d’eﬀort/ﬂux
associe´es au meˆme interrupteur. Soit ainsi w et y les vecteurs des variables de puis-
sance comple´mentaires, tels que la mise en e´quation globale du syste`me est donne´e
par le syste`me d’e´quations suivant :
x˙ = [J (x)− R (x)] ∂H
∂x
(x) + g (x)u + gI (x)w (2.20a)
v =gT (x)
∂H
∂x
(x) + gSu+ gISw (2.20b)
y =− gTI (x)
∂H
∂x
(x) + gTISu+Dww (2.20c)
yi⊥wi, ∀i ∈ {1, . . . , k} (2.20d)
Les trois premie`res e´quations de ce syste`me sont e´quivalentes a` la mise en e´quation
des bond graph commute´ pour une conﬁguration de re´fe´rence, de type (2.15), ou`, en
plus, on suppose que tous les e´le´ments de stockage d’e´nergie sont inde´pendants, ce
qui, dans le cadre de cette me´thode, est conside´re´ toujours vrai pour la conﬁguration
de re´fe´rence choisie, et il n’y a pas de relation directe entre les variables de puissance
associe´es aux e´le´ments dissipatifs et le vecteur y des variables de puissance associe´es
aux interrupteurs. Finalement, la relation (2.20d), valable pour tous les mode`les d’in-
terrupteurs dont la repre´sentation dans le plan des variables de puissance est inclue
dans celle de la ﬁgure 2.3, est e´quivalente dans la formulation bond graph au fait que
Tij ≡ 0 pour toute conﬁguration lj.
Une attention spe´ciale a e´te´ accorde´e aux syste`mes line´aires avec des interrupteurs
ou` les variables d’eﬀort/ﬂux associe´es au meˆme interrupteur sont, en plus, positives
(Heemels et al., 2001; Heemels et al., 2003). Dans ce cas, compte tenu du fait que les
champs de stockage et dissipatif ont des e´quations caracte´ristiques line´aires et, donc,
les matrices qui de´pendaient de x, a` l’exception du hamiltonien, ne le sont plus, le
syste`me d’e´quations (2.20) peut se mettre sous la forme suivante :
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x˙ = Ax+Bw + Eu (2.21a)
y = Cx +Dw + Fu (2.21b)
v = Gx + Jw + Lu (2.21c)
0 ≤ y⊥w ≥ 0 (2.21d)
Pour un tel syste`me, appele´ aussi syste`me line´aire comple´mentaire, on peut e´noncer
un re´sultat important en ce qui concerne son e´volution temporelle :
Proposition 2.4 La trajectoire du triplet (x,w,y), associe´ a` un syste`me line´aire
comple´mentaire conforme´ment aux relations (2.21), est unique et continue dans l’in-
tervalle [0, T ], excepte´, e´ventuellement, a` l’instant initial, quand x peut eˆtre au maxi-
mum discontinu et w et y au maximum impulsionnels, si les conditions suivantes sont
respecte´es :
1. le syste`me est passif (dissipatif), c’est-a`-dire, a` tout moment t1 > t0, on a :
H (x ((t0)) +
t1∫
t0
uT (t)v (t) dt ≥ H (x ((t1)) , (2.22)
ou` H (x ((0)) ≥ H (x ((0+)) ;
2. le triplet (A,B,C) est minimal et la matrice B est de rang plein en colonne ;
3. la trajectoire du vecteur des entre´es de puissance, u, ne contient pas d’impulsion
de Dirac.
Remarque 2.5 L’amplitude des discontinuite´s de x et des impulsions de w et y
peut eˆtre explicite´e dans le cadre de cette meˆme mise en e´quation, conforme´ment a`
(Heemels et al., 2001).
Le re´sultat pre´ce´dent peut eˆtre e´galement e´tendu pour les syste`mes (2.20) avec
des interrupteurs de deux types : ide´aux, dans le sens de la ﬁgure 2.3, et positifs, dans
le sens de la quatrie`me relation de (2.21). Ainsi, on peut analyser l’unicite´ et la conti-
nuite´ de la solution pour chaque conﬁguration admissible des interrupteurs ide´aux
sachant la mise en e´quation (2.21) associe´e (Morvan et al., 2003). Puisque la proposi-
tion 2.4 ne conditionne pas l’existence par rapport a` l’e´tat initial, on peut conclure sur
l’existence et l’unicite´ de la solution du syste`me global si tout sous-syste`me line´aire
comple´mentaire a une solution unique. Cependant, il est diﬃcile de toujours garantir
l’existence d’une forme (2.21) pour toutes les conﬁgurations admissibles d’interrup-
teurs ide´aux, mais il est possible de prouver dans ce cas (Camlıbel et al., 2003) qu’une
solution unique existe dans des conditions similaires aux conditions requises pour les
syste`mes line´aires comple´mentaires.
2.2 approches e´nerge´tiques de mode´lisation 21
ferme´ouvert
0Se : 0
(a) Jonction commande´e de type 0
ferme´ouvert
1Sf : 0
(b) Jonction commande´e de type 1
Fig. 2.6 – Repre´sentation bond-graph des interrupteurs par l’interme´diaire des jonc-
tions commande´es
2.2.2.3 Les Bond graphs hybrides
L’approche bond graph hybride (Mo¨sterman, 1997) conside`re les syste`mes physiques
avec des interrupteurs comme des syste`mes a` topologie variable, ou` la conﬁguration
d’interrupteurs de´signe un e´tat de connexion des autres e´le´ments du syste`me. Dans
ce contexte, on inte`gre le mode`le de l’interrupteur a` une jonction 0 ou 1 suivant le
cas, la jonction re´sultante devenant ainsi une jonction commande´e. De cette fac¸on,
conforme´ment a` la ﬁgure 2.6, pour l’interrupteur inte´gre´ ferme´, la jonction commande´e
(soit 0, soit 1) fonctionne normalement, tandis que pour l’interrupteur inte´gre´ ouvert,
la jonction 0, respectivement la jonction 1, impose un eﬀort, respectivement un ﬂux
nul a` tous les liens incidents.
Pour ge´rer les commutations entre les deux modes de fonctionnement des jonctions
commande´es, un deuxie`me niveau a e´te´ ajoute´ au mode`le des jonctions. Ce deuxie`me
niveau consiste en un automate d’e´tat ﬁni qui mode´lise les conditions a` la commutation
a` partir des entre´es discre`tes et des variables internes du syste`me. A titre d’exemple, un
tel mode`le pour la diode ide´ale est donne´ ﬁgure 2.7. Dans le cadre de cette approche, de
fac¸on ge´ne´rale, les variables associe´es a` l’automate sont soit des variables de puissance
issues du bond graph, soit des signaux de commande externe. Le bond graph ainsi
obtenu est hybride, puisque ce mode`le exprime a` la fois une dynamique continue et
une dynamique discre`te par les automates.
Remarque 2.6 Pour diﬀe´rencier une jonction normale d’une jonction commande´e
en mode ferme´, on rajoute a` cette dernie`re un indice infe´rieure, qui sert a` identi-
ﬁer aussi le mode`le de type automate associe´. D’ailleurs, lorsqu’on construit le bond
graph acausal, on le fait pour la conﬁguration d’interrupteurs qui correspond a` tous
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ferme´
ouvert
f ≤ 0 e ≥ 0
Fig. 2.7 – Mode`le automate pour un interrupteur de type diode ide´ale
les interrupteurs en mode ferme´, et qui devient ainsi, de facto, la conﬁguration de
re´fe´rence.
En ce qui concerne l’aﬀectation de la causalite´ pour ce type de bond graph, elle
est lie´e a` l’e´tat discret dans lequel se trouve les interrupteurs. Ainsi, si on suppose
e´galement que toute jonction 0, respectivement jonction 1, est lie´e uniquement a` des
jonctions 1, respectivement a` des jonctions 0, et a` des e´le´ments de type dipoˆle, alors,
pour aﬀecter la causalite´ pour une conﬁguration donne´e d’interrupteurs, on applique
une proce´dure de type SCAP au bond graph obtenu par la de´sactivation de tous
les liens incidents a` des jonctions commande´es dans l’e´tat ouvert. Ceci est rendu
possible par le fait que tout lien incident a` une jonction 1 et dont l’eﬀort a e´te´ force´
a` 0 n’inﬂuence pas l’e´tablissement de l’e´quilibre des eﬀorts d’autres liens incidents a`
cette meˆme jonction 1. Un raisonnement similaire est valable pour l’e´quilibre des ﬂux
incidents a` une jonction 0. Dans certains cas particuliers, tel que, par exemple dans le
domaine e´lectrique, lorsque l’interrupteur est connecte´ a` la masse, il est ne´cessaire de
rajouter une source nulle. Dans le cas mentionne´, il s’agit d’une source d’eﬀort, pour
assurer la propagation correcte des contraintes (par l’interme´diaire de la causalite´) vers
le reste du syste`me lorsque l’interrupteur est ferme´. Cette ne´cessite´ vient du fait que
lors de la construction du bond graph acausal, on e´limine une jonction 0 qui correspond
d’habitude a` la masse, ce qui fait qu’on aurait eu une borne de l’interrupteur non
connecte´e.
Une fois l’aﬀectation de la causalite´ re´solue, la mise en e´quation du syste`me par
l’interme´diaire de cette me´thode se fait de la meˆme fac¸on que dans le cas des bonds
graphs classiques. Ne´anmoins, pour re´soudre le proble`me des e´ventuelles disconti-
nuite´s aux changements des e´tats des interrupteurs, des sources impulsionnelles sont
introduites pour expliciter les pertes d’e´nergie vers l’environnement et, ainsi, obte-
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nir un bilan e´nerge´tique cohe´rent. De cette fac¸on, puisque les valeurs des sources
impulsionnelles ne sont ge´ne´ralement pas de´pendantes de l’e´tat du syste`me avant le
changement discret, contrairement, par exemple, a` l’approche bond graph commute´,
on peut mode´liser par ce formalisme des syste`mes comportant a` la fois des chocs
ine´lastiques et des chocs e´lastiques.
2.2.2.4 Formulation port-Hamiltonienne a` ports parame´tre´s
Le but de cette approche est de trouver formellement une mise en e´quation des
syste`mes physiques avec des interrupteurs, parame´tre´e par rapport a` l’e´tat discret
des interrupteurs (Magos, 2005; Valentin et al., 2006; Valentin et al., 2007). Pour ce
faire, on utilise toujours le graphe d’interconnexion, sauf que, maintenant, celui-ci doit
tenir compte des interrupteurs. On de´ﬁnit ainsi le graphe (oriente´) d’interconnexion
de ports dynamique, Gw = (V (Gw) , E (Gw) , Ew (Gw)), ou` V (Gw), card (V (Gw)) = nv,
repre´sente l’ensemble de nœuds du syste`me, E (Gw), card (E (Gw)) = ne, repre´sente
l’ensemble des branches associe´es aux e´le´ments des champs sources, stockage et dissi-
pation, appele´es aussi branches fonctionnelles, tandis que Ew (Gw), card (Ew (Gw)) =
ns, repre´sente l’ensemble des branches associe´es aux interrupteurs, appele´es aussi
branches virtuelles. De plus, on associe a` chaque interrupteur, Swk, une variable
boole´enne, wk ∈ B, pour exprimer l’e´tat discret de l’interrupteur : si l’e´tat discret
est ouvert, alors wk = 0, et, si l’e´tat discret est ferme´, alors wk = 1. Ainsi, on peut
de´crire l’e´tat discret du syste`me par le vecteur des variables boole´ennes associe´es a`
tous les interrupteurs W =
(
w1 . . . wns
)T
.
Par similitude avec la solution qui permet la mise en e´quation des syste`mes phy-
siques sans interrupteur, on cherche a` de´terminer la matrice d’incidence du graphe
G. Il a e´te´ ainsi montre´ dans (Valentin et al., 2006) que cette matrice, MGwI (W ),
est obtenue a` partir de la matrice d’incidence du sous-graphe fonctionnel Gf =
(V (Gw) , E (Gw)), MGfI , et d’une matrice de transformation, MGwT (W ), c’est-a`-dire :
MGwI (W ) = M
Gw
T (W )M
Gf
I (2.23)
On peut remarquer ici que le graphe Gf est en eﬀet une repre´sentation ﬁxe de la
conﬁguration ou` tous les interrupteurs seraient ouverts, ce qui constitue ainsi, de
facto, la conﬁguration de re´fe´rence du syste`me.
Si l’obtention de la matrice M
Gf
I se fait tout simplement a` l’aide de la relation
(2.9), le calcul de la matrice de transformation est plus laborieux. Soit ainsi, dans
un premier temps, le sous-graphe virtuel, Gv (V (Gw) , Ew (Gw)) qui consiste dans la
partie du graphe initial contenant tous les nœuds et toutes les branches virtuelles.
Par rapport a` ce graphe, on de´ﬁnit e´le´ment par e´le´ment la matrice de de´connexion-
reconnexion associe´e a` un interrupteur Swk, a` qui correspond une branche virtuelle
eGvk = (vi, vj), avec i, j ∈ {1, . . . , nv} , i = j et k ∈ {1, . . . , ns} :
MGvDR (wk) (i
′, j′) =
⎧⎨
⎩
wk,
−wk,
0,
si i′ = j, j′ = i
si i′ = j′ = i
autrement
, ∀i′, j′ ∈ 1, . . . , nv (2.24)
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Maintenant la matrice de transformation se calcule de fac¸on re´cursive :
MGwT (W ) =
[
ns−1∏
k=1
MGwT [k] (Wk)
]
MGwT [ns] (wns) , (2.25)
par l’accumulation des transformations interme´diaires :
MGwT [ns] (wns) = I +M
Gv
DR (wns) (2.26)
et, ∀k ∈ {1, . . . , ns − 1} :
MGwT [k] (Wk) = I +
[
ns∏
i=k+1
MGwT [i] (Wi)
]
MGvDR (wk)
[
ns∏
j=k+1
MGwT [j]
(
Wj
)]T
, (2.27)
avec Wk =
(
wk . . . wns
)T
. De la meˆme fac¸on, on de´termine la matrice d’incidence
pour le graphe d’interconnexion dynamique dual, G∗w, parame´tre´e par rapport a` l’e´tat
discret dual du syste`me, W ∗ =
(
w∗1 . . . w
∗
ns
)T
, ou` w∗k = 1− wk, ∀k ∈ {1, . . . , ns}.
Une fois les matrices d’incidence de´termine´es, on est capable d’identiﬁer quelles
sont les conﬁgurations d’interrupteurs qui respectent les lois de Kirchhoﬀ, c’est-a`-dire
les conﬁgurations pour lesquelles, en convention e´lectricite´, les conditions suivantes
sont respecte´es :
1. il n’y a pas de source d’eﬀort en court circuit ;
2. il n’y pas de sources d’eﬀort inde´pendantes connecte´es en paralle`le ;
3. il n’y a pas de source de ﬂux en circuit ouvert ;
4. il n’y a pas de sources de ﬂux inde´pendantes connecte´es en se´rie.
Soit maintenant les vecteurs eˆ et fˆ des variables d’eﬀort et, respectivement, de ﬂux
associe´es aux ports de connexion avec les champs du syste`me telles que les variables
de puissance correspondant aux sources d’eﬀort, en nombre de nse, sont en premie`res
positions et les variables de puissance associe´es aux sources de ﬂux, en nombre de nsf ,
sont en dernie`res positions :
eˆ =
(
eSe
∂H
∂q
p˙ eR eSf
)T
(2.28a)
fˆ =
(
fSe q˙
∂H
∂p
fR fSf
)T
(2.28b)
Dans ce cas, les conditions d’avoir une bonne conﬁguration d’un syste`me physique avec
des interrupteurs, conﬁguration de´signe´e par une valeur ﬁxe´e W , sont e´quivalentes a` :
1. si nse = 0, ∃i ∈ {1, . . . , nv} t.q. MGwI (W ) (i, j) = 0, ∀j ∈ {1, . . . , nes} ;
2. si nse > 0, ∃i ∈ {1, . . . , nv} t.q.
∣∣MGwI (W ) (i, j)∣∣ = ∣∣MGwI (W ) (i, j′)∣∣, ∀j, j′ ∈
{1, . . . , nes} , j = j′ ;
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3. si nsf = 0, ∃i ∈ {1, . . . , nv} t.q. MG
∗
w
I (W ) (i, j) = 0,
∀j ∈ {ne − nsf + 1, . . . , ne} ;
4. si nsf > 0, ∃i ∈ {1, . . . , nv} t.q.
∣∣∣MG∗wI (W ) (i, j)∣∣∣ = ∣∣∣MG∗wI (W ) (i, j′)∣∣∣, ∀j, j′ ∈
{ne − nsf + 1, . . . , ne} , j = j′ ;
Ainsi, si une de ces conditions n’est pas respecte´e alors la conﬁguration n’est pas
permise.De plus, on peut dire qu’elle est la cause du proble`me.
Remarque 2.7 De la meˆme fac¸on que celle employe´e pour identiﬁer les conﬁgura-
tions permises, on peut trouver les conﬁgurations qui ont des e´le´ments de stockage
de´pendants. Autrement dit, pour chaque e´le´ment inertiel on peut ve´riﬁer s’il est en
circuit ouvert ou s’il y a un autre e´le´ments inertiel connecte´ en se´rie avec celui-ci et
pour chaque e´le´ment capacitif on peut ve´riﬁer s’il est en court-circuit ou s’il y a un
autre e´le´ment inertiel connecte´ en paralle`le avec celui-ci. Tout comme dans le cas des
bond graphs, on garde la notation xi pour les e´le´ments de stockage inde´pendants et xd
pour les e´le´ments de stockage de´pendants, inde´pendamment de leur nature, inertiel ou
capacitif.
Finalement, quel que soit C l’ensemble de conﬁgurations qui respectent les lois de
Kirchhoﬀ, alors, pour toute valeur de W compatible avec C, on retrouve une mise en
e´quation implicite, du meˆme type que (2.10), mais cette fois parame´tre´e par rapport
au vecteur W : (
MGwI (W )
0
)
fˆ +
(
0
M
G∗w
I (W )
)
eˆ = 0 (2.29)
Tout comme dans le cas sans interrupteurs, la relation (2.29) est une mise en e´quation
non-minimale, de dimension ne + ns + 2 (e´quations), par rapport a` une dimension
minimale qui elle en aurait eu ne.
Pour les syste`mes physiques avec des interrupteurs ou` le champ dissipatif serait
line´aire, on peut trouver une mise en e´quation e´quivalente a` (2.29), mais de dimension
re´duite, ne + ns + 2 − nR, avec nR le nombre d’e´le´ments dissipatifs, et re´crite, apre`s
avoir eﬀectue´ de simples permutations, sous la forme :
Mˆ (W ) x˙ = Aˆ (W )
∂H
∂x
+ gˆ (W )u (2.30a)
Bˆ (W )v = gˆI (W )
∂H
∂xi
+ gˆD (W ) x˙d + gˆS (W )u (2.30b)
qui repre´sente une mise en e´quation parame´tre´e par rapport a` la mise en e´quation
(2.12), cette dernie`re obtenue pour une conﬁguration ﬁxe d’interrupteurs. Ne´anmoins,
par rapport a` (2.12), (2.30) n’est plus minimale, d’ou` l’emploi des chapeaux dans la
notation des diﬀe´rentes matrices qui y interviennent. De plus, par rapport a` la mise en
e´quation (2.14), les matrices de la relation (2.30) ne de´pendent plus de fac¸on line´aire
du vecteur repre´sentant la conﬁguration du syste`me, W .
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2.3 Mode`le automate hybride
L’automate hybride est une extension de l’automate ﬁni par l’ajout des variables
continues qui constituent le vecteur d’e´tat continu. Une premie`re de´ﬁnition pour des
syste`mes autonomes a e´te´ donne´ par (Alur et al., 1995) et a e´te´ e´tendue par (van der
Schaft and Schumacher, 2000) pour les syste`mes aux entre´es. Par la suite, on uti-
lise cette dernie`re de´ﬁnition, dans une forme le´ge`rement modiﬁe´e, pour l’automate
hybride :
De´ﬁnition 2.8 Un automate hybride est totalement de´crit par le n-uplet suivant H =
(L,X ,W, Σ, Inv, Act,A), ou` :
– L est l’ensemble des situations (e´tats discrets) ;
– X ⊆ Rn est l’espace continu ;
– W est l’ensemble ou` le vecteur w des variables continues externes prend ses
valeurs ;
– Σ est l’ensemble des e´ve´nements ;
– Inv repre´sente la fonction ‘invariant’, qui associe a` chaque situation l ∈ L
une re´gion dans l’espace e´tat-entre´e a` laquelle les variables continues doivent
ne´cessairement appartenir pour que la situation soit active ;
– Act, appele´ activite´, associe a` chaque situation une dynamique, qui, usuellement,
est exprime´e sous la forme d’une e´quation diﬀe´rentielle ;
– A est l’ensemble des transitions dont les e´le´ments sont des quintuples du type
(l, Guardll′, σ, Jumpll′ , l
′), ou` : l, l′ ∈ L repre´sentent la situation source et la
situation cible ; Guardll′ est une re´gion a` laquelle les variables continues doivent
ne´cessairement appartenir pour que la transition se produise ; σ ∈ Σ est un
e´ve´nement associe´ avec la transition ; Jumpll′ est une fonction qui permet de
re´initialiser l’e´tat continu lors du franchissement de la transition.
Remarque 2.9 Dans la de´ﬁnition originale de (Alur et al., 1995), les invariants et
les gardes (Guards) sont des ensembles de´ﬁnis par des pre´dicats. Cependant, par la
suite, aﬁn de d’e´viter l’introduction de nouvelles notations, chacune de ces notions
est employe´e, selon le contexte, comme un ensemble ou comme un pre´dicat.
On appelle e´tat du syste`me hybride, ou e´tat hybride, la paire (l,x), qui peut avoir
deux types d’e´volution :
– soit par la progression du temps dans la situation courante, qui produit le chan-
gement de l’e´tat continu par la dynamique Act : ((l,x (t)) → (l,x (t+ Δt))) ;
– soit par une transition instantane´e qui change la situation et la valeur de l’e´tat
continu : ((l,x−)→ (l′,x+))
De plus, soit δi ∈ R+ la dure´e pendant laquelle la situation li ∈ L reste active, sa valeur
e´tant remise a` ze´ro apre`s chaque transition instantane´e. Maintenant, par rapport a` la
dure´e d’activite´ de la situation li, on conside`re la loi explicite d’e´volution de l’e´tat, Xi,
ainsi que l’expression (explicite) de la loi d’e´volution du vecteur d’entre´e, Wi, dans le
meˆme intervalle. Dans ce contexte, la se´mantique de l’automate hybride est de´ﬁnie de
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fac¸on pre´cise par l’ensemble de ses trajectoires, ou` une trajectoire de l’automate peut
eˆtre formellement exprime´e par la se´quence :
(l0, δ0, X0,W0) → (l1, δ1, X1,W1)→ . . .→ (li, δi, Xi,Wi) → . . . (2.31)
Pour rester cohe´rent avec la de´ﬁnition 2.8, les quadruplets (li, δi, Xi,Wi) sont soumis
aux contraintes suivantes :
∀t ∈ [0, δi] , (Xi (t) ,Wi (t)) ∈ Inv (li) (2.32a)
∀i, ∃ (li, Guardlili+1 , σ, Jumplili+1, li+1) ∈ A
ou` : (Xi (δi) ,Wi (δi)) ∈ Guardlili+1
Xi+1 (0) = Jumplili+1 (Xi (δi),Wi+1 (0))
(2.32b)
Remarque 2.10 Il est aussi possible d’avoir une se´quence ﬁnie de la trajectoire.
Ceci se produit lorsque le syste`me se trouve dans une situation a` partir de laquelle
l’e´volution est purement continue (δN →∞).
Par convention, on fait le choix de conside´rer que les variables d’e´tat et d’entre´e
sont continues a` droite, les instants de transitions inclus. Autrement dit, a` tout mo-
ment ti =
i∑
i′=1
δi′−1, on a x
(
t−i
)
= Xi (δi) et x (ti) = x
(
t+i
)
= Xi+1 (0), respectivement
w
(
t−i
)
= Wi (δi) et w (ti) = w
(
t+i
)
= Wi+1 (0), ou` l’indice supe´rieur + indique la
limite a` droite et l’indice supe´rieur − indique la limite a` gauche.
2.4 Simulation des syste`mes physiques avec des in-
terrupteurs
De fac¸on ge´ne´rale, la simulation des syste`mes physiques avec des interrupteurs consiste
dans le calcul des trajectoires a` partir de tous les e´tats initiaux et les entre´es admis-
sibles (Iung and Zanne, 2001). Aﬁn de faire ceci, la plupart des solutions existantes
utilisent deux approches concernant le mode`le d’interrupteur : une premie`re approche
qui utilise un mode`le non-ide´al et une deuxie`me qui emploie le mode`le ide´al.
La premie`re approche de simulation est base´e sur des outils de simulation de´ja` exis-
tants et s’adressent surtout a` la simulation des syste`mes purement continus. Dans ce
contexte, le mode`le d’interrupteur est exclusivement repre´sente´ par sa caracte´ristique
lisse dans le plan eﬀort-ﬂux, ce qui implique aussi une pre´ponde´rance de l’aspect dis-
sipatif par rapport au caracte`re commutatif de celui-ci, ce qui est le cas du mode`le
non-ide´al de la diode pre´sente´ ﬁgure 2.2. Ainsi, la simulation des syste`mes physiques
avec des interrupteurs est re´duite a` la simulation des syste`mes physiques avec des
e´le´ments dissipatifs non-line´aires. Parmi les outils qui sont couramment utilise´s dans
la simulation de tels syste`mes, on peut citer, sans donner une liste exhaustive, la boˆıte
a` outils de´die´e a` l’e´lectronique de puissance sous Matlab/Simulink (Power Electronics
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Toolbox ), Scilab/Scicos et 20Sim. L’avantage de cette me´thode re´side dans le fait que,
de fac¸on ge´ne´rale, tout syste`me physique peut se mettre sous une telle forme. On peut
alors be´ne´ﬁcier des connaissances accumule´es dans les travaux concernant les syste`mes
continus sur l’existence et l’unicite´ des solutions. Cette e´tape est ne´cessaire avant de
proce´der a` la simulation et apre`s, sur la simulation meˆme. Cependant, dans beaucoup
de cas qui concernent des syste`mes physiques avec des interrupteurs, aﬁn d’assurer
une bonne pre´cision de la simulation, cette approche ne´cessite beaucoup de pas de
simulation dans les re´gions de transition entre divers modes de fonctionnement, ce qui
conduit a` des temps de simulation tre`s longs pour des phe´nome`nes a` dynamique tre`s
e´leve´e dans la re´alite´.
L’utilisation du mode`le ide´al, dans le cadre de la deuxie`me approche, conduit
a` prendre en conside´ration plusieurs mode`les a` dynamique continue qui de´crivent
l’e´volution du syste`me et dont un seul est actif a` la fois. Par la suite, on appelle
e´ve´nement l’activation/de´sactivation d’un mode`le dynamique associe´ au syste`me et,
donc, cette approche est appele´e simulation par de´tection d’e´ve´nements (van der
Schaft and Schumacher, 2000). Selon la cause de l’occurrence d’un e´ve´nement, on
fait la diﬀe´rence entre les e´ve´nements internes ou autonomes, ge´ne´re´s, par exemple,
par le franchissement d’un seuil par une variable continue interne, ge´ne´ralement l’e´tat
continu, et les e´ve´nements externes ou commande´s, ge´ne´re´s par l’e´volution des va-
riables d’interaction discre`tes, tel que l’occurrence d’e´ve´nements de l’automate hy-
bride associe´ ou un changement dans la valeur des variables boole´ennes associe´es au
syste`me.
D’un point de vue qualitatif, par rapport a` cette approche, la simulation des
syste`mes physiques avec des interrupteurs consiste dans la simulation des dynamiques
continues du syste`me associe´es aux enchaˆınements de variables discre`tes actives. Ainsi,
chaque trajectoire continue a comme e´tat initial une valeur qui de´pend d’une manie`re
pre´cise (donne´e par la transition discre`te) de la valeur ﬁnale de la trajectoire associe´e a`
la variable discre`te pre´ce´dente. Bien qu’apparemment simple, l’obtention d’un mode`le
cohe´rent de simulation doit tenir compte d’un certain nombre de phe´nome`nes moins
e´vidents qui sont propres aux syste`mes hybrides. Dans le contexte ge´ne´ral des syste`mes
physiques, une analyse de ces phe´nome`nes a e´te´ re´alise´e dans (Mo¨sterman, 1999), qui
peut eˆtre re´sume´e par la liste suivante :
1. e´ve´nement autonome Il est ne´cessaire de de´tecter le de´passement d’un cer-
tain seuil par une variable continue, et, en meˆme temps, le moment tem-
porel auquel cet e´ve´nement se produit.
2. e´ve´nement commande´ Le moment ou` un e´ve´nement duˆ aux variables dis-
cre`tes est franchi est ge´ne´ralement connu a priori et peut eˆtre eﬃcacement
pris en compte en tant que seuil temporel.
3. re´initialisation explicite contrainte La valeur de l’e´tat continu a` l’instant
de l’activation d’un e´tat discret peut eˆtre exprime´e par rapport a` la va-
leur de l’e´tat continu avant le changement d’e´tat discret. Cependant, cette
re´initialisation du vecteur d’e´tat doit respecter les lois de conservation de
l’e´nergie lors de la transition entre les e´tats discrets.
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4. dynamique continue a` dimension variable Quand une transition est fran-
chie, le changement de l’e´tat discret peut conduire a` un mode`le dynamique
pour la partie continue qui a une dimension diﬀe´rente par rapport a` l’e´tat
discret pre´ce´dent. Ceci est duˆ au fait que certaines variables du vecteur
d’e´tat deviennent contraintes ou ne le sont plus.
5. impulsions de type Dirac Les discontinuite´s dans les valeurs des variables
continues peuvent conduire a` des impulsions de type Dirac dans le syste`me.
Ces impulsions doivent eˆtre traite´es de fac¸on particulie`re par rapport a`
l’e´volution non-impulsionnelle du syste`me.
6. invalidation de la condition de type invariant Le calcul de la valeur ini-
tiale pour l’e´tat continu peut conduire a` des valeurs qui ne sont pas com-
patibles avec la condition d’invariance associe´e a` l’e´tat discret donne´. Ceci
implique que des changements supple´mentaires dans la valeur de l’e´tat
discret sont ne´cessaires aﬁn d’aboutir, pour l’e´tat continu, a` une valeur
cohe´rente avec les contraintes associe´es.
7. re´ticence ou chattering Au moment ou` la simulation comporte des change-
ments d’e´tat discret successifs dans des intervalles temporels tre`s e´troits de
type re´ticence, il est plus eﬃcace d’e´liminer cette dynamique rapide et de
simuler uniquement la dynamique plus lente de type mode glissant.
Parmi les logiciels/boˆıtes a` outils qui emploient l’approche ide´ale, on peut citer,
par exemple, sans donner une liste exhaustive, Dymola, Open Modelica, PLECS pour
Matlab/Simulink et HyBrSim. L’avantage de cette me´thode consiste dans le traite-
ment explicite et rapide des zones de commutation, ce qui permet de de´passer les
proble`mes au passage d’une zone a` une autre de la caracte´ristique statique des inter-
rupteurs. Cependant, dans certains cas, le mode`le ide´al conduit a` des solutions ou`,
a` des instants de temps ﬁnis, il y a des points d’accumulation des commutations ou,
autrement dit, un comportement de type Ze´non. Ainsi, aﬁn d’e´viter le blocage de la
simulation, il est ne´cessaire de de´ﬁnir des proce´dures spe´ciales qui sont capables de
surpasser ces points d’accumulation, par exemple forcer un « saut » dans le voisinage
proche du point proble´matique.
Remarque 2.11 Une troisie`me voie pour la simulation des syste`mes dynamiques
hybrides, appele´ aussi time stepping, a e´te´ discute´e par (van der Schaft and Schu-
macher, 2000). Cette voie consiste a` construire un mode`le de simulation a` partir
du mode`le e´chantillonne´ du syste`me, ou` les surfaces de commutations sont obte-
nues a` partir des surfaces initiales par un parame´trage en fonction de la pe´riode
d’e´chantillonnage. De cette manie`re, le proble`me de de´tection des e´ve´nements auto-
nomes devient beaucoup plus simple. Ainsi, pour une pe´riode d’e´chantillonnage suﬃ-
samment petite, la simulation du mode`le e´chantillonne´ est tre`s proche de la simulation
du mode`le dynamique a` temps continu. Cependant, le proble`me du ralentissement de
la simulation a` l’exte´rieur du voisinage des surfaces de commutation persiste. De plus,
il est ne´cessaire de ve´riﬁer de quelle manie`re cette approximation aﬀecte la cohe´rence
des surfaces de commutation introduite par une strate´gie donne´e de commande.
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2.5 Conclusion
Tout au long de ce chapitre, on a passe´ en revue les principales approches qui con-
cernent, en premier lieu, la mode´lisation des syste`mes physiques avec des interrup-
teurs, ainsi que, la simulation de tels syste`mes. Cependant, la suite des travaux
de´veloppe´s dans cette the`se porte uniquement sur l’extension de l’approche bond
graphs commute´s aﬁn d’obtenir un mode`le modulaire des syste`mes physiques en com-
mutation ou` la logique de commutation est comple`tement de´crite. La re´alisation de
cet objectif passe, dans une premie`re phase, par l’introduction d’un nouveau mode`le
d’interrupteur, de type automate, et, ensuite, par l’explicitation de la composition
avec le reste du syste`me physique dans le cadre de l’obtention d’un mode`le auto-
mate hybride e´quivalent. La validation de ces re´sultats consiste dans la construction
syste´matique d’un mode`le de simulation sous Matlab/Simulink, avec deux solutions
propose´es. La premie`re repose sur le formalisme graphique mis a` disposition sous Si-
mulink et utilise les blocs e´le´mentaires pour obtenir des sche´mas ge´ne´riques pour les
dynamiques continues associe´es a` chaque mode ainsi que pour les blocs d’e´valuation
de la partie invariante, tandis que pour la dynamique discre`te on a fait appel aux
Statecharts disponibles par l’interme´diaire de la boˆıte a` outils Stateﬂow. D’ailleurs,
c’est cette solution qui a e´te´ employe´e pour une e´tude de cas concernant l’optimisation
de la commande en boucle ouverte d’un convertisseur a` double re´sonance. La seconde
solution consiste dans une approche plus algorithmique de simulation et utilise les
possibilite´s de programmation sous Simulink par l’e´criture des S-functions.
Chapitre 3
Approche formelle de
de´termination du mode`le automate
hybride
3.1 Vue d’ensemble
Aﬁn d’obtenir un mode`le de type automate hybride d’un syste`me physique line´aire
avec des interrupteurs, on utilise comme point de de´part la repre´sentation bond graph
commute´. Cette repre´sentation permet de de´duire, de manie`re formelle, a` partir de
l’e´quation caracte´risant la structure de jonction dans une conﬁguration donne´e, les
conﬁgurations permises, les e´quations dynamiques explicites et les fonctions d’initia-
lisation de l’e´tat lors d’un changement de conﬁguration. A partir de la de´ﬁnition de
l’automate hybride, on peut alors identiﬁer certains attributs du mode`le automate
hybride des syste`mes physiques avec interrupteurs directement a` partir des re´sultats
obtenus pour la repre´sentation bond graph commute´.
Pour comple´ter l’obtention des attributs manquants, on introduit un mode`le d’in-
terrupteur de type automate, une attention spe´ciale e´tant de´die´e au cas de l’e´lectro-
nique de puissance, domaine d’application avec une riche diversite´ d’interrupteurs.
Sw1
Sw2
E C R
L
Fig. 3.1 – Le circuit e´lectrique du convertisseur « boost »
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de jonction
(0,1,MTF,MGY)
R
Sw
Fig. 3.2 – La structure ge´ne´rale d’un bond graph commute´
Ce nouveau mode`le d’interrupteur comple`te ainsi le mode`le initial utilise´ lors de la
mode´lisation bond graph commute´. Finalement, on de´duit le reste des attributs du
mode`le automate hybride en inte´grant le nouveau mode`le d’interrupteur dans la struc-
ture de´ja` existante.
Toute au long de ce chapitre on illustre les me´thodes pre´sente´es sur le cas concret
du convertisseur « boost » (ﬁgure 3.1). On tient a` pre´ciser e´galement qu’une partie des
travaux pre´sente´s dans le pre´sent chapitre ont fait l’objet des publications suivantes :
(Buisson et al., 2004; Zainea et al., 2005b; Cormerais et al., 2006; Cormerais et al.,
2007; Zainea et al., 2008).
3.2 Les bond graphs commute´s
La repre´sentation bond graph commute´ d’un syste`me physique avec des interrupteurs
est pre´sente´e ﬁgure 3.2. Quatre champs mode´lisent le comportement du syste`me :
- le champ des sources qui produisent de l’e´nergie ; - le champ re´sistif (R) qui dissipe
de l’e´nergie ; - le champ des e´le´ments qui stockent de l’e´nergie (I et C) ; - le champ
des interrupteurs (Sw). Les liens entre ces quatre champs se font par la structure de
jonction : structure qui distribue la puissance injecte´e par le champ des sources et le
champ des interrupteurs vers le champ re´sistif et le champ de stockage d’e´nergie.
Exemple Dans le cas du convertisseur « boost », le bond graph acausal e´quivalent
est repre´sente´ ﬁgure 3.3.
3.2.1 Mise en e´quation
Dans un contexte bond graph, la mise en e´quation du syste`me est toujours pre´ce´de´e
par l’aﬀectation de la causalite´. Ainsi, par une proce´dure syste´matique d’assigna-
tion de la causalite´ de type SCAP (Karnopp et al., 2000), on arrive a` organiser les
variables d’eﬀort et de ﬂux des liens externes de la structure de jonction en terme
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Sw : Sw1 Sw : Sw2
Se : E
I : L R : R
C : C11 00
Fig. 3.3 – Le bond graph acausal du convertisseur « boost »
d’entre´e/sortie. Dans le cadre de la proce´dure SCAP, on conside`re les e´le´ments inter-
rupteurs comme des e´le´ments a` causalite´ indiﬀe´rente, i.e. comme des e´le´ments re´sistifs.
Remarque 3.1 Pour un syste`me physique RLCGT respectant les lois de Kirchhoﬀ
ge´ne´ralise´es l’application de la proce´dure SCAP aboutit toujours a` l’aﬀectation de la
causalite´ pour tous les liens (Buisson et al., 2000).
Apre`s l’application de la proce´dure, les interrupteurs imposent soit l’eﬀort (nul) au
reste du syste`me, ce qui implique que l’e´tat logique est « ferme´ », soit le ﬂux (nul) ce
qui implique l’e´tat logique « ouvert ». De cette fac¸on, la conﬁguration trouve´e maxi-
mise le nombre d’e´le´ments de stockage a` causalite´ inte´grale. Une telle conﬁguration,
appele´e conﬁguration de re´fe´rence n’est en ge´ne´ral pas unique. Par contre, au vue de
la remarque 3.1, il existe toujours au moins une conﬁguration de re´fe´rence pour un
syste`me physique avec de interrupteurs.
Remarque 3.2 Par la suite, dans un contexte bond graph, l’e´tat logique « ferme´ »
est appele´ aussi e´tat E (source nulle d’eﬀort) et l’e´tat logique « ouvert » est appele´
aussi e´tat F (source nulle de ﬂux).
De´duit du bond graph causal, on obtient alors le sche´ma informationnel de la
ﬁgure 3.4, ou` les variables ont les signiﬁcation suivantes :
– le vecteur d’e´tat xi est compose´ des variables d’e´nergie associe´es aux e´le´ments de
stockage d’e´nergie a` causalite´ inte´grale (p pour les e´le´ments inductifs et q pour
les e´le´ments capacitifs) ; Zi est le vecteur comple´mentaire compose´ des variables
de puissance associe´es aux meˆmes e´le´ments de stockage d’e´nergie (f pour les
e´le´ments inductifs et e pour les e´le´ments capacitifs) ;
– le vecteur de pseudo-e´tat xd est compose´ des variables d’e´nergie associe´es aux
e´le´ments de stockage d’e´nergie a` causalite´ de´rive´e ; Zd est le vecteur comple´-
mentaire compose´ des variables de puissance associe´es aux meˆmes e´le´ments de
stockage d’e´nergie (f pour les e´le´ments inductifs et e pour les e´le´ments capaci-
tifs) ;
– les vecteurs Di et Do repre´sentent respectivement les variables sortantes et en-
trantes du champ re´sistif ;
– u est le vecteur des variables de puissance impose´es par les sources ; v est le
vecteur des variables de puissance impose´es aux sources ;
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x˙d
Zi
Zd
Di
Do
Ti To
u v
Fig. 3.4 – Sche´ma bloc causal du bond graph
– Ti est le vecteur des variables (a` valeur nulle pour la conﬁguration donne´e)
impose´es par les interrupteurs et le vecteur To des variables impose´es aux inter-
rupteurs (l’eﬀort pour les interrupteurs en e´tat F et le ﬂux pour les interrupteurs
en e´tat E) dans la conﬁguration donne´e.
Exemple Pour le « boost » on pre´sente le bond graph causal par la ﬁgure 3.5, ou`
la conﬁguration d’interrupteurs choisie (F,E) est une conﬁguration de re´fe´rence.
L’autre choix possible de conﬁguration de re´fe´rence pour ce syste`me est (E,F).
Par la suite, on suppose que le bond graph est construit de telle manie`re qu’on
n’obtient pas de boucle causale de gain unitaire pour les variables de sortie. Ainsi,
chaque sortie de la structure de jonction peut eˆtre exprime´e en fonction de toutes
les entre´es, relation de´crite par l’e´quation (3.1), ou` les matrices Sii, ∀i = 1 . . . 5 sont
antisyme´triques.⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
x˙i
Zd
Do
To
v
⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =
⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
S11 S12 S13 S14 S15
−ST12 0 0 0 S25
−ST13 0 S33 S34 S35
ST14 0 S
T
34 S44 S45
ST15 S
T
25 S
T
35 −ST45 S55
⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
Zi
x˙d
Di
Ti
u
⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (3.1)
La forme de (3.1) est due au fait qu’on conside`re que la structure de jonction ne
dissipe pas et ne stocke pas d’e´nergie, donc la puissance fournie par les ge´ne´rateurs
est entie`rement diﬀuse´e aux re´cepteurs. Autrement dit :
uTv + T Ti To −
(
ZTi x˙i + x˙
T
d Zd +D
T
i Do
)
= 0, (3.2)
De plus, la pre´sence des matrices bloc-ze´ro est justiﬁe´e par la pre´fe´rence accorde´e a`
la causalite´ inte´grale pour les e´le´ments de stockage dans le cadre de SCAP. Ainsi,
s’il y avait eu des chemins causaux entre un e´le´ment de stockage a` causalite´ de´rive´e
et un autre e´le´ment de stockage a` causalite´ de´rive´e ou un e´le´ment re´sistif, alors on
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Sw : Sw1 Sw : Sw2
Se : E
I : L R : R
C : C11 00
1
2 3 4 5
6
Fig. 3.5 – Le bond graph causal du convertisseur « boost » dans la conﬁguration
(F,E)
aurait pu inverser ces chemins causaux aﬁn d’obtenir la causalite´ inte´grale. Puisque
la conﬁguration choisie est une conﬁguration de re´fe´rence qui maximise le nombre
d’e´le´ments de stockage en causalite´ inte´grale, on ne peut donc pas avoir de chemin
causal entre un e´le´ment de stockage a` causalite´ de´rive´e et un interrupteur.
Exemple Pour la conﬁguration choisie dans la ﬁgure 3.5, l’e´quation (3.1) se met sous
la forme donne´e par (3.3), avec xi =
(
p2 q6
)T
, Zi =
(
e2 f6
)T
, Do = e5,
Di = f5, To =
(
e3 f4
)T
, Ti =
(
f3 e4
)T
, v = f1 et u = e1.⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
p˙2
q˙6
e5
e3
f4
f1
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −1 0 0 1 1
1 0 −1 1 0 0
0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 −1 0
1 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
f2
e6
f5
f3
e4
e1
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(3.3)
On observe que pour cette conﬁguration il n’y a pas d’e´le´ment de stockage a`
causalite´ de´rive´e, donc la deuxie`me ligne de (3.1) n’existe plus.
3.2.2 Conﬁgurations permises
Pour un syste`me physique avec n interrupteurs le nombre maximal de conﬁgurations
est 2n. Parmi ces conﬁgurations, dans le cas le plus ge´ne´ral, il y en a certaines qui ne
respectent pas les lois de Kirchhoﬀ ge´ne´ralise´es. Elles ne sont donc pas permises. D’un
point de vue bond graph le non respect des lois de Kirchhoﬀ ge´ne´ralise´es se traduit
par l’e´chec de l’aﬀectation de la causalite´ pour l’ensemble du bond graph.
Une premie`re approche pour de´terminer les conﬁgurations permises/interdites se-
rait d’utiliser toujours la proce´dure SCAP. Pour une conﬁguration a` analyser, la cau-
salite´ des interrupteurs est ﬁxe´e, du point de vue de la proce´dure SCAP, ils se com-
portent donc comme des sources. Si l’application de la proce´dure d’aﬀectation de la
causalite´ aboutit toujours sur un conﬂit causal, alors la conﬁguration d’interrupteurs
donne´e est interdite. Par contre, si on aboutit a` une aﬀectation de la causalite´ sans
conﬂit, alors la conﬁguration est conside´re´e permise. Cette proce´dure ite´rative de type
essai/erreur devient vite laborieuse lorsque le nombre d’interrupteurs croit.
Une deuxie`me me´thode utilise comme point de de´part la conﬁguration de re´fe´rence
choisie. Cette conﬁguration est permise par construction, comme on l’a de´ja` pre´cise´
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en §3.2.1. De cette manie`re, on de´ﬁnit une nouvelle conﬁguration, lj , par rapport a`
la conﬁguration de re´fe´rence a` l’aide de la matrice Λj ∈ RnSw , ou` nSw repre´sente
le nombre d’interrupteurs dans le syste`me. Λj est une matrice diagonale dont les
e´le´ments diagonaux ont la valeur 1 si l’interrupteur correspondant a change´ d’e´tat
logique par rapport a` la conﬁguration de re´fe´rence et 0 autrement. En e´liminant les
lignes nulles de la matrice Λj on peut construire une nouvelle matrice Γj telle que :{
ΓjΓ
T
j = I
ΓTj Γj = Λj
(3.4)
On peut alors e´noncer le re´sultat suivant concernant les conﬁgurations permises
(Buisson et al., 2002) :
Proposition 3.3 Une conﬁguration est permise si, et seulement si, la relation (3.5)
est ve´riﬁe´e.
rang
(
Γj
(
ST14 S
T
34 S44Γ
T
j
))
= rang (Γj) , (3.5)
ou` les matrices S14, S34 et S44 sont de´termine´es pour la conﬁguration de re´fe´rence
choisie conforme´ment a` la relation (3.1).
De plus, on peut de´duire a` partir de la proposition 3.3 quels sont les e´le´ments qui
ont change´ de causalite´ lors d’un changement de conﬁguration. Si rang
(
ΓjS44Γ
T
j
)
=
rang (Γj), alors seuls des interrupteurs ont change´ de causalite´. Si rang
(
ΓjS44Γ
T
j
)
<
rang (Γj), mais rang
(
Γj
(
ST34 S44Γ
T
j
))
= rang (Γj), alors le changement de causa-
lite´ sur les interrupteurs a de´termine´ un changement de causalite´ sur certains e´le´ments
re´sistifs. Dans les autres cas, la causalite´ inte´grale des e´le´ments de stockage d’e´nergie
est aﬀecte´e lors d’un changement de mode.
Exemple A partir de la conﬁguration de re´fe´rence (F,E) on peut ve´riﬁer que toutes
les autres conﬁgurations sont permises. Pour illustrer la de´marche, on montre
que (F,F) est une conﬁguration permise. Dans ce cas, la conﬁguration des inter-
rupteurs par rapport a` la conﬁguration de re´fe´rence est donne´ par ΛFF , d’ou`,
en e´liminant la ligne ze´ro, on obtient ΓFF :
ΛFF =
(
0 0
0 1
)
⇒ ΓFF =
(
0 1
)
(3.6)
Par l’application directe du crite`re e´nonce´ par la proposition 3.3, on obtient que
la conﬁguration (F,F) est permise :
rang
((
0 1
)( 0 1
1 0
0
0
−1
0
))
= 1 = rang (ΓFF ) (3.7)
De plus, on de´duit qu’un e´le´ment de stockage a perdu la causalite´ inte´grale par
rapport a` la conﬁguration de re´fe´rence.
3.2 les bond graphs commute´s 37
Remarque 3.4 Par la suite, on ajoute l’indice r pour toutes les variables et les ma-
trices concernant la conﬁguration de re´fe´rence choisie et on ajoute l’indice j pour
de´signer les variables et les matrices associe´es a` une conﬁguration permise, lj, autre
que la conﬁguration de re´fe´rence choisie.
3.2.3 E´quations d’e´tat implicites et explicites
Pour toute conﬁguration permise, lj , on peut construire un sche´ma bloc e´quivalent a`
celui de la ﬁgure 3.4, ou` la composition des vecteurs d’entre´e/sortie de la structure de
jonction est diﬀe´rente de celle trouve´e pour la conﬁguration de re´fe´rence. Tout comme
pour la conﬁguration de re´fe´rence, on peut retrouver une relation entre les vecteurs
d’entre´e et les vecteurs de sortie de la structure de jonction, relation donne´e par (3.8).⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
x˙ij
Zdj
Doj
Toj
v
⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =
⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
S11j S12j S13j S14j S15j
−ST12j 0 0 S24j S25j
−ST13j 0 S33j S34j S35j
ST14j S
T
24j S
T
34j S44j S45j
ST15j S
T
25j S
T
35j −ST45j S55j
⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
Zij
x˙dj
Dij
Tij
u
⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (3.8)
On observe qu’a` partir de la mise en e´quation du sche´ma bloc pour une conﬁgura-
tion permise quelconque, dans le cas ge´ne´ral, on peut avoir des chemins causaux entre
les e´le´ments de stockage a` causalite´ de´rive´e et les e´le´ments interrupteurs, ce qui n’e´tait
pas le cas pour la conﬁguration de re´fe´rence choisie. En outre, les conﬁgurations de
re´fe´rence se caracte´risent par le fait que S24j = 0. Vu que les relations (3.1) et (3.8)
expriment les lois de Kirchhoﬀ ge´ne´ralise´es, tant qu’aucune valeur n’est aﬀecte´e au
vecteur Ti, ces relations restent valables quelle que soit la conﬁguration permise.
Une me´thode directe d’obtention de l’e´quation (3.8) serait d’employer SCAP pour
la conﬁguration donne´e aﬁn d’obtenir l’aﬀectation de la causalite´ et, ensuite, expri-
mer chaque variable de sortie en fonction des entre´es. Bien qu’algorithmique, cette
me´thode a le de´savantage d’e´clipser les e´ventuels liens entre les variables de la struc-
ture de jonction dans diﬀe´rentes conﬁgurations. De plus, avec SCAP, l’aﬀectation de
la causalite´ pour tous les e´le´ments peut ne pas eˆtre directe, des e´tapes de retour en
arrie`re e´tant ne´cessaires si on aboutit a` un conﬂit causal.
Une deuxie`me me´thode, propose´e par (Buisson et al., 2002), permet de de´terminer
(3.8) pour tous les conﬁgurations possibles par des moyens purement alge´briques,
en mettant en e´vidence les relations qui existent entre les variables d’entre´e/sortie
d’une conﬁguration donne´e avec celles de la conﬁguration de re´fe´rence. Sans entrer
dans les de´tails de cette me´thode, on rappelle tout de meˆme la relation entre les
vecteurs d’entre´e/sortie pour le champ de stockage. Dans le cas ge´ne´ral, le changement
de causalite´ des e´le´ments interrupteurs par rapport a` la conﬁguration de re´fe´rence
peut, e´ventuellement, ge´ne´rer des changements de causalite´ pour les e´le´ments re´sistifs
et les e´le´ments de stockage d’e´nergie, comme on l’a mis en e´vidence dans la sous-
section pre´ce´dente. Aussi, a` partir de la proposition 3.3, on de´duit que, parmi les
e´le´ments de stockage, le changement de causalite´ d’interrupteurs peut avoir comme
seule conse´quence directe le changement de causalite´ de certains e´le´ments a` causalite´
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inte´grale. Donc, on peut conside´rer que l’ensemble des e´le´ments de stockage a` causalite´
de´rive´e dans la conﬁguration de re´fe´rence conserve cette causalite´ de´rive´e dans toutes
les conﬁgurations permises. De cette fac¸on, on peut relier les vecteurs xij et xdj aux
vecteurs xir et xdr par la relation suivante :(
xir
xdr
)
=
(
P1j P2j 0
0 0 I
)(
xij
xdj
)
, (3.9)
ou` xdj =
(
xidj xdr
)T
, avec xidj le vecteur des e´le´ments de stockage qui ont change´ la
causalite´ inte´grale pour la causalite´ de´rive´e par rapport a` la conﬁguration de re´fe´rence,
et
(
P1j P2j
)
est une matrice de permutation.
Exemple Pour la conﬁguration (F,F), on retrouve la relation (3.8) sous la forme de
(3.10), avec xiFF = q6, ZiFF = e6, ZdFF = f2, xdFF = p2, DoFF = e5, DiFF = f5,
ToFF =
(
e3 e4
)T
et TiFF =
(
f3 f4
)T
.
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
q˙6
f2
e5
e3
e4
f1
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 −1 0 1 0
0 0 0 −1 1 0
0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 1
1 1 0 0 0 −1
0 0 0 −1 1 0
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
f6
p˙2
f5
f3
f4
e1
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(3.10)
De plus, on obtient que xdFF = xidFF = p2, P1FF =
(
0 1
)T
et P2FF =(
1 0
)T
.
3.2.3.1 E´quations d’e´tat implicites
Par la suite, on s’inte´resse seulement au cas des syste`mes physiques line´aires. L’hy-
pothe`se line´aire aﬃrme que les relations constitutives des champs re´sistif et de sto-
ckage d’e´nergie sont repre´sente´es par des e´quations line´aires. Ainsi, pour le champ
re´sistif l’e´quation constitutive peut eˆtre mise sous la forme :
Dij = LjDoj, (3.11)
ou` Lj est une matrice diagonale de´ﬁnie positive, tandis que pour le champ des e´le´ments
de stockage d’e´nergie on peut e´crire :(
Zij
Zdj
)
= Fj
(
xij
xdj
)
=
(
Fij Fj
F Tj Fdj
)(
xij
xdj
)
, (3.12)
ou` Fj est syme´trique de´ﬁnie positive.
Lemme 3.5 Le vecteur des variables de puissance impose´es par le champ re´sistif a`
la structure de jonction, Dij, de´pend des autres vecteurs d’entre´e de la structure de
jonction par la relation (3.13), ou` Hj = Lj (I− S33jLj)−1 existe pour tout syste`me
physique.
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Dij = Hj
(−ST13jZij + S34jTij + S35ju) (3.13)
De´monstration. En utilisant (3.11), la troisie`me ligne de (3.8) de´vient :
Doj = (I− S33jLj)−1
(−ST13jZij + S34jTij + S35ju) , (3.14)
d’ou` (3.13) re´sulte apre`s la multiplication a` gauche par Lj .
En introduisant les notations :
M˜j =
(
I −S12j
0 0
)
, (3.15a)
A˜j =
(
KjFij KjFj
−ST12jFij − F Tj −ST12jFj − Fdj
)
, (3.15b)
B˜j =
(
S14j + S13jHjS34j
S24j
)
et (3.15c)
E˜j =
(
S15j + S13jHjS35j
S25j
)
, (3.15d)
ou` Kj =
(
S11j − S13jHjST13j
)
, on e´nonce la proposition suivante :
Proposition 3.6 Pour tout syste`me physique line´aire avec des interrupteurs, on peut
e´crire une e´quation diﬀe´rentielle implicite sous la forme :
M˜jx˙j = A˜jxj + B˜jTij + E˜ju, (3.16)
ou` xj =
(
xij xdj
)T
. De plus, la relation (3.16) est valide quelle que soit la conﬁgu-
ration active du syste`me.
De´monstration. La relation (3.16) est le re´sultat direct de l’application du lemme
3.5 aux deux premie`res lignes de (3.8). Bien que (3.16) soit e´crite a` partir des
matrices associe´es a` une conﬁguration donne´e, elle reste valable quelle que soit
la conﬁguration active. Ceci est une conse´quence du fait que (3.8) est a` son tour
valable quelle que soit la conﬁguration active.
Compte tenu du fait que Tij ≡ 0 si la conﬁguration lj est active, on e´nonce le
corollaire suivant :
Corollaire 3.7 A chaque conﬁguration active on peut associer une e´quation diffe´ren-
tielle implicite du type :
M˜jx˙j = A˜jxj + E˜ju (3.17)
Ainsi, le vecteur xj est appele´ le vecteur d’e´tat implicite associe´ a` la conﬁguration
donne´e.
40 approche formelle de de´termination du mode`le automate hybride
Remarque 3.8 Par la suite, on appelle la deuxie`me ligne de (3.17), c’est-a`-dire a` la
relation :
(
ST12j I
)
Fjxj − S25ju = 0 (3.18)
la contrainte alge´brique implicite associe´e a` la conﬁguration donne´e.
Exemple Si on conside`re la conﬁguration (F,F), on retrouve les matrices suivantes
qui de´ﬁnissent les deux formes implicites :
M˜FF =
(
1 0
0 0
)
A˜FF =
( −1/RC 0
0 0
)
B˜FF =
(
0 1
−1 1
)
E˜FF =
(
0
0
)
3.2.3.2 E´quations d’e´tat explicites
A partir de la forme implicite (3.16), on cherche aussi a` de´duire des formes explicites
e´quivalentes. Ainsi, compte tenu du fait que la matrice Fj est de´ﬁnie positive, les
matrices suivantes sont bien de´ﬁnies :
R−1j =
(
ST12j I
)
Fj
(
S12j
I
)
, (3.19a)
Rˆ−1j =
(
I −S12j
)
Fˆj
(
I
−ST12j
)
, ou` (3.19b)
Fˆj = F
−1
j =
(
Fˆij Fˆj
Fˆ Tj Fˆdj
)
(3.19c)
Avec ces notations on e´nonce le lemme de calcul suivant :
Lemme 3.9 Les matrices Rj et Rˆj sont mises en relation par les relations (3.20a)
et (3.20b).
Rˆj = Fij − (Fj + FijS12j)Rj
(
ST12jFij + F
T
j
)
(3.20a)
Rj = Fˆdj −
(
Fˆ Tj − FˆdjST12j
)
Rˆj
(
Fˆj − S12jFˆdj
)
(3.20b)
De´monstration. Voir l’annexe A.
Enﬁn, avant d’e´noncer la proposition 3.10, on introduit les notations :
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Qj =
(
I S12j
0 I
)(
I 0
−Rj
(
ST12jFij + F
T
j
)
I
)
, (3.21a)
Aj = KjRˆj , (3.21b)
Bj = S14j + S13jHjS34j +Kj (Fj + FijS12j)RjS24j et (3.21c)
Ej = S15j + S13jHjS35j +Kj (Fj + FijS12j)RjS25j , (3.21d)
Proposition 3.10 En conside´rant, pour tout syste`me physique line´aire avec des in-
terrupteurs, le changement de variable suivant :(
xij
xdj
)
= Qj
(
x1j
x2j
)
(3.22)
alors on peut y associer une e´quation diﬀe´rentielle explicite (3.23a) et une e´quation
(contrainte) alge´brique (3.23b).
x˙1j = Ajx1j +BjTij + Eju (3.23a)
x2j = RjS24jTij +RjS25ju (3.23b)
De plus, ces relations sont e´quivalentes a` la relation (3.16).
De´monstration. Les e´quations (3.23) sont de´duites de (3.16) en multipliant a` gauche
par la matrice :
Mj =
(
I −Kj (Fj + FijS12j)
0 I
)(
I 0
0 −Rj
)
(3.24)
et en utilisant le changement de variable (3.22). De plus, pour obtenir (3.23a),
on utilise le premier re´sultat du lemme 3.9. Comme les matrices Mj et Qj sont
inversibles, a` savoir :
M−1j =
(
I 0
0 −R−1j
)(
I Kj (Fj + FijS12j)
0 I
)
et (3.25a)
Q−1j =
(
I 0
Rj
(
ST12jFij + F
T
j
)
I
)(
I −S12j
0 I
)
, (3.25b)
on en de´duit l’e´quivalence entre (3.23) et (3.16).
De la meˆme fac¸on que pour la forme implicite, compte tenu du fait que Tij ≡ 0
quand la conﬁguration lj est active, on e´nonce le corollaire suivant :
Corollaire 3.11 A chaque conﬁguration active on peut associer une e´quation diffe´-
rentielle explicite (3.26a) et une contrainte alge´brique (3.26b).
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x˙1j = Ajx1j + Eju (3.26a)
x2j = RjS25ju (3.26b)
Ainsi, x1j est appele´ vecteur d’e´tat explicite associe´ a` la conﬁguration donne´e, tandis
que x2j repre´sente la variable contrainte du syste`me associe´e a` la conﬁguration donne´e.
Exemple Dans le cas de la conﬁguration (F,F), la matrice de changement de variable,
QFF , est la matrice identite´, on trouve alors que x1FF = xiFF = q6 et x2FF =
xdFF = p2. Aussi, on trouve les matrices suivantes qui de´ﬁnissent les deux formes
explicites :
AFF = − 1
RC
BFF =
(
0 1
)
EFF = 0 (3.27)
En ce qui concerne la contrainte alge´brique, on trouve :
x2FF =
( −L L )TiFF + 0 · u (3.28)
Pour la conﬁguration de re´fe´rence choisie, (F,E), duˆ au fait qu’il n’y a pas
d’e´le´ment de stockage a` causalite´ de´rive´e, les formes implicites et les formes
explicites sont identiques. De plus, il n’y a pas de contrainte alge´brique dans ce
cas.
3.2.4 E´quation de discontinuite´ de l’e´tat implicite
Soit lj la conﬁguration atteinte apre`s la commutation simultane´e d’un certain nombre
d’interrupteurs du syste`me. Aﬁn de pouvoir expliciter les e´ventuelles discontinuite´s, il
est ne´cessaire de formuler des hypothe`ses de travail concernant les vecteurs d’entre´e
de la structure de jonction. Une premie`re hypothe`se concerne les syste`mes physiques
en ge´ne´ral, c’est-a`-dire :
Hypothe`se 3.12 Il peut y avoir uniquement des quantite´s ﬁnies d’e´nergie e´change´es
en temps ﬁni entre les diﬀe´rents champs des syste`mes physiques.
Comme, en plus de cette hypothe`se, on s’inte´resse aux syste`mes physiques line´aires,
alors il re´sulte directement la proposition 3.13 qui explicite la nature des signaux
d’entre´e/sortie du champ re´sistif et du vecteur d’e´tat implicite pour une conﬁguration
permise quelconque.
Proposition 3.13 Quelle que soit la mise en e´quation du syste`me physique line´aire,
les vecteurs d’entre´e/sortie du champ re´sistif et le vecteur d’e´tat implicite associe´ a`
cette mise en e´quation sont au maximum discontinus. (1)
(1)Un signal qui est au maximum discontinu accepte uniquement des discontinuite´s lors de son
e´volution temporelle, alors qu’un signal qui est au maximum impulsionnel, en plus des discontinuite´s,
accepte aussi des impulsions de Dirac.
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Pour le champ interrupteurs, a` partir du mode`le choisi pour celui-ci, lors de l’ac-
tivation de la conﬁguration lj , le vecteur Tij est mis a` ze´ro, ce qui fait que certains
de ces composantes peuvent eˆtre, au maximum, discontinues. En ce qui concerne le
vecteur d’entre´e de puissance u, on fait l’hypothe`se suivante :
Hypothe`se 3.14 Par la suite, on conside`re que u peut eˆtre au maximum impulsion-
nel. Ainsi, on peut e´crire u comme la somme entre sa partie impulsionelle, repre´sente´e
par :
up =
∑
k
τku δ (t− tk), (3.29)
et sa partie non-impulsionnelle, repre´sente´e par :
u¯ = uc +
∑
i
Δiu1 (t− ti), (3.30)
ou` uc est continue et diﬀe´rentiable. Aﬁn de rester cohe´rent avec la proposition 3.13,
tenant compte de relations (3.8) et (3.23b), les amplitudes des impulsions doivent
respecter la proprie´te´ suivante :
τku ∈ Ker (S25j) ∩Ker (S35j) , ∀j, k (3.31)
Une fois ces conside´rations faites, on peut expliciter l’e´quation de discontinuite´
du vecteur d’e´tat implicite associe´ a` la conﬁguration lj , quand cette conﬁguration est
active.
Remarque 3.15 Par la suite, on introduit les notations suivantes :
w+ (t′) = lim
t↘t′
w (t) w− (t′) = lim
t↗t′
w (t) (3.32)
Par un souci de brie`vete´, quand il n’est pas ne´cessaire de diﬀe´rentier entre plusieurs
instants, on note ces limites simplement par w+ et w−.
Proposition 3.16 Soit tk un instant de temps arbitrairement choisi dans l’intervalle
d’activite´ de la conﬁguration lj. On peut de´crire les e´ventuelles discontinuite´s du vec-
teur d’e´tat implicite associe´ a` la conﬁguration donne´e de la manie`re suivante :
1. si up (tk) = τ
k
u δ (t− tk), alors :
x+j =
[
I−
(
S12j
I
)
Rj
(
ST12j I
)
Fj
]
x−j
+Qj
(
S15j 0
0 RjS25j
)(
τku
u¯+
) (3.33)
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2. si up (tk) = 0, alors :
x+j =
[
I−
(
S12j
I
)
Rj
(
ST12j I
)
Fj
]
x−j +
(
S12j
I
)
RjS25ju¯
+ (3.34)
De´monstration On montre seulement la validite´ de la relation (3.33), la meˆme
de´marche permettant de de´montrer la relation (3.34). Compte tenu du fait que
le vecteur Tij est e´ventuellement discontinu a` l’activation de la conﬁguration
donne´e et devient nul apre`s et, aussi, de (3.31), alors, par l’inte´gration de la
premie`re ligne de la relation (3.16) a` l’instant tk, on obtient :
x+ij = x
−
ij + S12j
(
x+dj − x−dj
)
+ S15jτ
k
u (3.35)
Ensuite, a` partir du changement de variable inverse (3.25b), on obtient :
x+2j = Rj
(
ST12jFij + F
T
j
)
x+ij +
[
I−Rj
(
ST12jFij + F
T
j
)
S12j
]
x+dj
= x+dj +Rj
(
ST12jFij + F
T
j
) (
x−ij − S12jx−dj + S15jτku
) (3.36)
De plus, x+2j doit respecter la contrainte alge´brique (3.26b), donc on peut expli-
citer la discontinuite´ du vecteur x+dj par :
x+dj = Rj
[
S25ju¯
+ − (ST12jFij + F Tj ) (x−ij − S12jx−dj + S15jτku)]
= x−dj − Rj
[(
ST12jFij + F
T
j
) (
x−ij + S15jτ
k
u
)− (ST12jFj + Fdj)x−dj]
+RjS25ju¯
+
(3.37)
Maintenant, si on remplace x+dj dans (3.35), on obtient :
x+ij =
[
I− S12jRj
(
ST12jFij + F
T
j
)] (
x−ij + S15jτ
k
u
)
− S12jRj
(
ST12jFj + Fdj
)
x−dj + S12jRjS25ju¯
+
(3.38)
Ainsi, la relation (3.33) est le re´sultat du regroupement des relations (3.37) et
(3.38) sous une forme compacte.
Corollaire 3.17 Soit tk un instant de temps dans l’intervalle d’activite´ de la conﬁ-
guration re´fe´rence´e par j, l’initialisation incluse, tel que up (tk) ≡ 0. Dans ce cas,
l’e´tat implicite xj est continu a` l’instant tk si, et seulement si, x
−
j respecte a` t
+
k la
contrainte alge´brique implicite associe´e a` la conﬁguration donne´e.
De´monstration “⇒” Si x−j respecte (3.18) a` t+k , dans ce cas, la relation suivante est
respecte´e :
(
ST12j I
)
Fjx
−
j − S25j u¯+ = 0 (3.39)
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De plus, une forme e´quivalente de la relation (3.34) est donne´e par :
x+j = x
−
j −
(
S12j
I
)
Rj
[(
ST12j I
)
Fjx
−
j − S25ju¯+
]
(3.40)
d’ou`, en utilisant la relation pre´ce´dente, on obtient la continuite´ de xj. “⇐” Si
xj est continu a` tk, alors la relation (3.34) de´vient :(
S12j
I
)
Rj
[
S25ju¯
+ − ( ST12j I )Fjx−j ] = 0 (3.41)
d’ou`, compte tenu de la positivite´ de la matrice Rj , on obtient que x
−
j doit
respecter la contrainte alge´brique implicite a` t+k .
Corollaire 3.18 Soit tk un instant strictement a` l’inte´rieur de l’intervalle d’activite´
de la conﬁguration lj, tel que up (tk) ≡ 0. Dans ce cas, l’e´tat implicite xj est continu
si, et seulement si, toute e´ventuelle discontinuite´ du vecteur u¯ se trouve dans le noyau
de la matrice S25j.
De´monstration E´tant donne´e la forme de u¯, il est vrai, pour tout tk strictement a`
l’inte´rieur de l’intervalle d’activite´ de lj, que :
(
ST12j I
)
Fjx
−
j − S25juc = 0 (3.42)
“⇒” Si Δku ∈ Ker (S25j), alors la relation (3.34) devient :
x+j = x
−
j −
(
S12j
I
)
Rj
[(
ST12j I
)
Fjx
−
j − S25juc
]
, (3.43)
d’ou`, en utilisant (3.42), il re´sulte la continuite´ de xj.
“⇐” Si xj est continu a` tk, alors, compte tenu de (3.42), la relation (3.34)
de´vient :
(
S12j
I
)
RjS25jΔ
k
u = 0, (3.44)
d’ou`, compte tenu de la positivite´ de la matrice Rj , on obtient que Δ
k
u ∈
Ker (S25j).
Exemple Pour la conﬁguration (F,F), respectivement pour la conﬁguration (E,E),
l’expression de l’e´quation de discontinuite´ a` tk de l’e´tat implicite associe´ est
donne´e par :
(
q+6
p+2
)∣∣∣∣
FF
=
(
1 0
0 0
)(
q−6
p−2
)
, (3.45)
respectivement :
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(
p+2
q+6
)∣∣∣∣
EE
=
(
1 0
0 0
)(
p−2
q−6
)
+
(
1
0
)
τku , (3.46)
tandis que pour les conﬁgurations (F,E) et (E,F), on obtient :(
p+2
q+6
)∣∣∣∣
FE,EF
=
(
1 0
0 1
)(
p−2
q−6
)
+
(
1
0
)
τku (3.47)
3.2.5 Forme explicite du vecteur de puissance impose´ par le
champ interrupteur par rapport aux vecteurs d’e´tat
E´tant donne´ la nature des signaux d’entre´e dans la structure de jonction, c’est-a`-dire
le fait que xj peut eˆtre discontinu pendant la pe´riode d’activite´ de la conﬁguration lj ,
que Dij peut eˆtre uniquement discontinu et que, en meˆme temps, u peut eˆtre impul-
sionnel, alors, par la quatrie`me ligne de (3.8), le vecteur Toj peut eˆtre a` son tour im-
pulsionnel pendant la meˆme pe´riode d’activite´ de lj . On peut, dans ce cas, de´composer
l’e´volution de Toj, pendant la pe´riode d’activite´ de la conﬁguration donne´e, en une
partie impulsionnelle, T poj =
∑
k
τkojδ (t− tk), et une partie non-impulsionnelle, T¯oj . On
proce`de par la suite a` l’explicitation par rapport aux vecteurs d’e´tat et du vecteur
d’entre´e de puissance, en commenc¸ant par la partie impulsionnelle et en enchaˆınant
sur la partie non-impulsionnelle.
L’amplitude de la partie impulsionnelle de Toj est explicite´e par la proposition
suivante :
Proposition 3.19 Soit tk un instant dans l’intervalle d’activite´ de la conﬁguration lj,
tel que soit l’e´tat implicite associe´ a` cette conﬁguration est discontinu, soit le vecteur
d’entre´e de puissance est impulsionnel, soit les deux. Alors, l’amplitude de la partie
impulsionnelle de Toj est donne´e par :
1. si up (tk) = τ
k
u δ (t− tk), alors :
τkoj = −ST24jRj
(
ST12j I
)
Fjx
−
j + S
T
24jRjS25ju¯
+
+
[
S45j − ST24jRj
(
ST12jFij + F
T
j
)]
τku
(3.48)
2. si up (tk) = 0, alors :
τkoj = S
T
24jRj
[
S25ju¯
+ − ( ST12j I )Fjx−j ] (3.49)
De´monstration On de´duit ici seulement la relation (3.48), la meˆme approche pou-
vant eˆtre utilise´e pour montrer e´galement (3.49). Ainsi, par l’inte´gration a` l’ins-
tant tk de la quatrie`me ligne de (3.8), on obtient :
τkoj = S
T
24j
(
x+dj − x−dj
)
+ S45jτ
k
u (3.50)
d’ou`, en utilisant (3.37), on retrouve (3.48).
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Corollaire 3.20 Dans le cas ou` up (tk) = 0, alors τ
k
oj ≡ 0 pour toute conﬁguration
de re´fe´rence (S24j ≡ 0 ou S24j = ∅, ∀j).
Corollaire 3.21 Soit tk un instant de temps ou` up (tk) ≡ 0 et le vecteur d’e´tat xj est
continu. Dans ce cas, la partie impulsionnelle de Toj a` cet instant est nulle
(
τkoj = 0
)
.
De´monstration De´duite directement par l’application du corollaire 3.17 a` la relation
(3.49).
Exemple E´tant donne´ qu’il n’y a pas d’e´le´ments a` causalite´ de´rive´e pour les deux
conﬁgurations de re´fe´rence, S24FE = S24EF = ∅. En plus, S45FE = S45EF = 0,
on obtient :
τkoFE = τ
k
oEF ≡ 0, ∀tk (3.51)
Dans le cas de la conﬁguration (F,F), compte tenu de (3.10), l’amplitude des
impulsions a` l’instant tk est donne´e par l’expression suivante :
τkoFF = −
( −1
1
)
p−2 +
(
1
−1
)
τku (3.52)
Dans le cas de la conﬁguration (E,E), l’amplitude des impulsions a` l’instant tk
est donne´e par l’expression suivante :
τkoEE = −
(
1
1
)
q−6 + 0 · τku (3.53)
Aﬁn d’expliciter la partie non-impulsionnelle, T¯oj , par rapport au vecteur d’e´tat
explicite et du vecteur des entre´es de puissance, il faut faire le lien entre ces deux
vecteurs et les autres vecteurs qui apparaissent dans la quatrie`me ligne de la relation
(3.8).
Lemme 3.22 Le vecteur des variables d’eﬀort/ﬂux associe´es aux e´le´ments de sto-
ckage en causalite´ inte´grale, Zij, peut s’exprimer en fonction du vecteur d’e´tat expli-
cite, x1j, et du vecteur d’entre´e de puissance, u, de la fac¸on suivante :
Zij = Rˆjx1j + (FijS12j + Fj)Rj (S24jTij + S25ju¯) (3.54)
De´monstration A partir de la relation constitutive pour le champ d’e´le´ments de
stockage, (3.12), on obtient :
Zij =
(
Fij Fj
)( xij
xdj
)
(3.55)
d’ou`, en utilisant la changement de variable (3.22), la contrainte alge´brique
explicite, (3.23b), et la proprie´te´ (3.31) on trouve que :
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Zij =
(
Fij Fj
)
Qj
(
x1j
RjS24jTij +RjS25ju¯
)
=
(
Fij Fj
) [( I− S12jRj (ST12jFij + F Tj )
−Rj
(
ST12jFij + F
T
j
) )x1j+(
S12j
I
)
Rj (S24jTij + S25j u¯)
] (3.56)
Finalement, a` l’aide du lemme 3.9, on obtient le re´sultat (3.54).
Lemme 3.23 Strictement a` l’inte´rieur de l’intervalle d’activite´ de la conﬁguration
lj, la de´rive´e du vecteur des variables d’e´tat associe´es aux e´le´ments de stockage a`
causalite´ de´rive´e, x˙dj, peut s’exprimer en fonction du vecteur d’e´tat explicite, x1j, et
du vecteur d’entre´e de puissance, u, de la fac¸on suivante :
x˙dj = −Rj
(
ST12jFij + F
T
j
)
(Ajx1j + Eju) +RjS25j
(
u˙c +
∑
i
Δiuδ (t− ti)
)
(3.57)
De´monstration A partir du changement de variable (3.22), on obtient :
xdj =
( −Rj (ST12jFij + F Tj ) I )
(
x1j
x2j
)
. (3.58)
Tenant compte que, strictement a` l’inte´rieur de l’intervalle d’activite´ de lj , Tij ≡
0, alors, par diﬀe´rentiation de (3.58) et en utilisant (3.26) et (3.30), on trouve
le re´sultat (3.58).
Avant d’e´noncer le re´sultat principal concernant la forme explicite de T¯oj par
rapport a` x1j et u, on introduit les notations suivantes :
A1j =
[
ST14j − ST24jRj
(
ST12jFij + F
T
j
)
Kj − ST34jHjST13j
]
Rˆj (3.59a)
Auj = S45j + S
T
34jHjS35j +
(
ST14j − ST34jHjST13j
)
(FijS12j + Fj)RjS25j
− ST24jRj
(
ST12jFij + F
T
j
)
Ej
(3.59b)
Apj = S
T
24jRjS25j (3.59c)
Proposition 3.24 La partie non-impulsionnelle du vecteur des variables de puissance
impose´es aux interrupteurs, T¯oj, strictement a` l’inte´rieur de l’intervalle d’activite´ de
la conﬁguration lj, est donne´e par :
T¯oj = A1jx1j + Auju¯+ Apju˙c (3.60a)
T¯oj = A1j
(
I −S12j
)
xj + Auju¯ + Apju˙c (3.60b)
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De´monstration Le re´sultat (3.60a) est obtenu a` partir de la quatrie`me ligne de (3.8)
par l’utilisation des lemmes 3.5, 3.22 et 3.23, tout en prenant en compte le fait
que Tij ≡ 0 et, aussi, en ne gardant que la partie non-impulsionnelle de x˙dj et de
u. Finalement, on obtient (3.60b) a` partir de (3.60a) en utilisant le changement
de variable inverse, de´ﬁni par (3.25b).
Exemple Pour la conﬁguration de re´fe´rence choisie, (F,E), la partie non-impulsion-
nelle du vecteur de puissance impose´ aux interrupteurs est donne´e par :
(
e¯3
f¯4
)
=
(
0 1
C
1
L
0
)(
p2
q6
)
+ 0 · u¯+ 0 · u˙c (3.61)
Pour la conﬁguration (E,F), T¯oEF est donne´ par :(
f¯3
e¯4
)
=
( − 1
L
0
0 1
C
)(
p2
q6
)
+ 0 · u¯ + 0 · u˙c (3.62)
Pour la conﬁguration (F,F), on obtient a` partir de (3.10) :
(
e¯3
e¯4
)
=
(
0
1
C
)
q6 +
(
1
−1
)
u¯ + 0 · u˙c (3.63)
Finalement, pour la conﬁguration (E,E), on obtient que :
(
f¯3
f¯4
)
=
( − 1
L
0
)
p2 + 0 · u¯+ 0 · u˙c (3.64)
3.2.6 Hypothe`ses simpliﬁcatrices usuelles
Dans les sous-sections pre´ce´dentes, on s’est occupe´ principalement de la repre´sentation
mathe´matique ge´ne´rale des syste`mes physiques line´aires avec des interrupteurs. Tou-
tefois, par rapport au cas ge´ne´ral, dans beaucoup d’applications on peut prendre en
compte des hypothe`ses (simpliﬁcatrices) supple´mentaires, qui peuvent porter a` la fois
sur la nature du vecteur des entre´es de puissance et sur la topologie du syste`me.
Une premie`re hypothe`se, qui a de´ja` e´te´ analyse´e partiellement, porte sur la nature
non-impulsionnelle des entre´es.
Hypothe`se 3.25 (Syste`me global) Les entre´es de puissance ne peuvent eˆtre qu’au
maximum discontinues.
Cette hypothe`se peut apparaˆıtre comme e´vidente dans le cas ou` les sources de
puissance sont eﬀectivement des sources physiques. Ainsi, on ne pourrait pas envisa-
ger qu’une batterie puisse fournir une tension impulsionnelle. Toutefois, a` l’inverse,
l’hypothe`se impulsionnelle n’est pas comple`tement sans inte´reˆt : pour un syste`me
complexe, on pourrait envisager un de´coupage de celui-ci en sous-syste`mes tel qu’une
entre´e du sous-syste`me en aval soit une sortie du sous-syste`me en amont et vice versa.
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De ce fait, la nature des signaux e´change´s par des sous-syste`mes de´pend de la topo-
logie de ceux-ci, ou` des composantes impulsionnelles ne peuvent pas eˆtre exclues a
priori.
Hypothe`se 3.26 (Fonctionnement normal) Le vecteur des entre´es de puissance
est continu et de diﬀe´rentielle continue.
Cette hypothe`se est usuelle dans le domaine de l’e´lectronique de puissance, dans le
cas des convertisseurs continu-continu, ou` les sources sont meˆmes constantes, et dans le
cas des convertisseurs alternatif-continu, ou` les sources sont sinuso¨ıdales. Ne´anmoins,
le cas des sources discontinues n’est pas comple`tement sans inte´reˆt : les batteries
ou les alimentations par le re´seau e´lectrique peuvent eˆtre de´faillantes par rapport au
fonctionnement nominal et au moment de la de´faillance, le niveau de tension peut eˆtre
discontinu. De plus, en fonction du degre´ de ﬁnesse de la repre´sentation du syste`me
qu’on choisit, ces discontinuite´s peuvent eˆtre repre´sente´es directement au niveau des
sources ou par l’introduction d’interrupteurs commande´s qui modulent le niveau d’une
ou plusieurs sources continues. A titre d’exemple, on peut citer le cas du moteur d’une
automobile et de sa boˆıte de vitesses, qui si on les conside`re comme un tout sont
e´quivalentes a` une source d’eﬀort (couple) avec des possibles discontinuite´s, alors que
si chaque e´le´ment est au contraire repre´sente´ a` part, la source d’eﬀort (le moteur) est
continue, les discontinuite´s e´tant le re´sultat de la modulation par la boˆıte de vitesses.
Une classe particulie`re, mais assez importante du point de vue richesse d’applica-
tions est celle des convertisseurs continu-continu :
Hypothe`se 3.27 (DC-DC) Le vecteur de puissance impose´ par les sources au sys-
te`me est constant dans le temps.
Finalement, dans le domaine e´lectrique, on fait une dernie`re hypothe`se lie´e a` la
topologie, mais qui concerne la plupart des circuits utilise´s dans la pratique.
Hypothe`se 3.28 (Topologie normale) Pour toute conﬁguration permise lj, il n’y
a pas, en e´quivalent e´lectrique, d’inductances en se´rie avec une source de courant et
il n’y a pas non plus de capacite´s en paralle`le avec une source de tension. Autrement
dit, S25j ≡ 0 ou S25j ≡ ∅, ∀j.
Comme on peut l’observer, en ce qui concerne les hypothe`ses faites sur les sources
de puissance, certaines sont moins contraignantes que d’autres, donc le degre´ de sim-
pliﬁcation qu’on peut attendre de la part de chacune est diﬀe´rent. Ainsi, l’hypothe`se
3.25 est moins contraignante que l’hypothe`se 3.26 qui, a` son tour, est moins contrai-
gnante que 3.27. Si la plupart des conse´quences de la premie`re hypothe`se ont e´te´ de´ja`
traite´es pre´ce´demment, on mettra en e´vidence d’autres conse´quences de´coulant de ces
hypothe`ses.
Proposition 3.29 Si l’hypothe`se de syste`me global est respecte´e, alors, dans l’in-
tervalle d’activite´ d’une conﬁguration lj quelconque, initialisation incluse, le vecteur
d’e´tat explicite x1j est continu.
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De´monstration Sachant que u = u¯, alors ce re´sultat est obtenu par inte´gration de
la relation (3.23a).
Proposition 3.30 Si l’hypothe`se de fonctionnement normal est respecte´e, alors, a`
l’inte´rieur strict de l’intervalle d’activite´ d’une conﬁguration lj quelconque, l’e´tat im-
plicite xj est continu, ainsi que le vecteur de puissance impose´ aux interrupteurs,
Toj.
De´monstration Sachant que u = uc, conforme´ment au corollaire 3.18, on obtient la
continuite´ de xj . Ensuite, dans un premier temps, compte tenu de la continuite´
de xj par l’application du re´sultat du corollaire 3.21, τ
k
oj ≡ 0, ∀tk strictement a`
l’inte´rieur de l’intervalle d’activite´ de la conﬁguration lj . La continuite´ de Toj
est obtenue par la suite a` partir du re´sultat de la proposition 3.24, sachant que
les signaux x1j (ou xj), uc, et u˙c sont continus.
Proposition 3.31 Si les hypothe`ses de topologie normale et de syste`me global sont
respecte´es, alors, strictement a` l’inte´rieur de l’intervalle d’activite´ d’une conﬁguration
lj quelconque, on obtient que :
1. le vecteur d’e´tat implicite xj est continu ;
2. x2j ≡ 0 ;
3. τkoj ≡ 0, ∀tk.
De´monstration Par la meˆme argumentation que pour la de´monstration de la pro-
position 3.30, on obtient la continuite´ du vecteur d’e´tat implicite xj et, ensuite,
le fait que τkoj ≡ 0, ∀tk. De plus, par la relation (3.26b), compte tenu du fait que
S25j ≡ 0 ou S25j ≡ ∅, ∀j, on obtient que la composante alge´brique du vecteur
d’e´tat explicite, x2j , est nulle.
Corollaire 3.32 Si les hypothe`ses de topologie normale et de syste`me global sont
respecte´es et, en plus, le vecteur des entre´es de puissance est continu u = uc (sans
eˆtre ne´cessairement diﬀe´rentiable), alors, strictement a` l’inte´rieur de l’intervalle d’ac-
tivite´ d’une conﬁguration lj quelconque, le vecteur de variable de puissance impose´ aux
interrupteurs, Toj, est continu.
De´monstration Pour commencer, on remarque que les re´sultats pre´ce´dents qui
concernent Toj ne sont pas aﬀecte´s par une e´ventuelle non-diffe´rentiabilite´ du
vecteur uc, parce que le vecteur S25juc garde son caracte`re diﬀe´rentiable. De ce
fait, par la relation (3.60b) et la proposition 3.31, on obtient la continuite´ de
Toj .
L’hypothe`se DC-DC n’ame`ne pas de proprie´te´s nouvelles en ce qui concerne le
vecteur d’e´tat ou le vecteur de variables de puissance impose´es aux interrupteurs.
Toutefois, cette hypothe`se introduit des simpliﬁcations dans le calcul. Par exemple,
elle rend nul le troisie`me terme de la relation (3.60b). La meˆme simpliﬁcation est
obtenue si l’hypothe`se de topologie normale est acquise, celle-ci ayant, de plus, des
re´percussions assez e´videntes dans le calcul de Ej et de Auj.
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i
u
(a) Sw ide´al
iD
uD
(b) Diode
it
ut
(c) Thyristor
iT
uT
(d) Transistor
Fig. 3.6 – Interrupteur ide´al a` la commande et interrupteurs d’e´lectronique de puis-
sance en convention ge´ne´rateur
Exemple Ce circuit fait partie de la classe de convertisseurs continu-continu, ce qui
est e´quivalent a` dire que l’hypothe`se DC-DC est respecte´e. Ainsi, conforme´ment
au re´sultat 3.30, entre deux commutations, le vecteur d’e´tat implicite et le
vecteur de variables de puissance associe´es aux interrupteurs sont continus.
Ne´anmoins, e´tant donne´ que l’hypothe`se de topologie normale est e´galement
acquise et, celle de syste`me global aussi, alors le vecteur d’e´tat est continu
meˆme si il y a une de´faillance (discontinuite´) de la source. En plus, dans le cas
d’une source en dents de scie (continue, mais avec des points ou` elle n’est pas
diﬀe´rentiable), le vecteur de variables de puissance impose´es aux interrupteurs
est e´galement continu.
Enﬁn, en guise de conclusion de cette partie, on remarque que l’aspect syste´ma-
tique de la me´thode a permis le de´veloppement d’un outil de calcul symbolique sous
Mathematica, de´crit par (Cormerais et al., 2002), qui de´termine les conﬁgurations
valides et les matrices associe´es a` la structure de jonction pour toutes ces conﬁgu-
rations. De plus, par ce meˆme outil, on obtient e´galement les matrices associe´es aux
e´quations dynamiques implicites et explicites et celles associe´es aux fonctions de saut.
Finalement, par une simple extension de l’original, on arrive a` calculer aise´ment les
matrices associe´es a` l’explicitation du vecteur des variables de puissance impose´es
aux interrupteurs, partie impulsionnelle et partie non-impulsionnelle, par rapport au
vecteur d’e´tat continu et au vecteur des entre´es continues du syste`me.
3.3 Mode`le de type automate pour les interrup-
teurs
Le choix de repre´senter l’interrupteur par un e´le´ment de bond graph est en lui meˆme
assez contraignant. De ce fait, l’interrupteur est un dipoˆle qui est caracte´rise´ a` la
fois par les variables de puissance et par sa repre´sentation comme source d’eﬀort ou
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E
F
e3 := 0
f3 := 0
σe σf
(a) Interrupteur ide´al (a` la commande)
E
F
[f4 ≥ 0]
e4 := 0
[e4 ≥ 0]
f4 := 0
[f4 = 0] [e4 = 0]
(b) Diode
Fig. 3.7 – Repre´sentation de type automate des interrupteurs pre´sents dans le conver-
tisseur « boost »
source de ﬂux. Ainsi, les variables de puissances sont contraintes par l’e´tat discret
de l’interrupteur, eﬀort nul quand l’interrupteur est en e´tat E (ferme´) et ﬂux nul
quand l’interrupteur est en e´tat F (ouvert). Toutefois, ce mode`le ne contient aucune
information en ce qui concerne la dynamique discre`te de l’interrupteur et, donc, un
nouveau mode`le doit eˆtre conc¸u pour combler ce manque. Aﬁn de mieux expliquer
l’introduction d’un nouveau mode`le d’interrupteur, on discute premie`rement le cas du
convertisseur « boost ».
Remarque 3.33 Par la suite, a` l’exception de l’interrupteur ide´al a` la commande, on
s’inte´resse uniquement aux interrupteurs issus de l’e´lectronique de puissance, pre´sen-
te´s ﬁgure 3.6 dans la convention ge´ne´rateur. Bien qu’on conside`re que l’approche ana-
lyse´e puisse s’e´tendre a` d’autres domaines d’application, ce travail reste, ne´anmoins
a` faire.
Exemple On pre´sente ﬁgure 3.7 les mode`les de type automate associe´s a` l’inter-
rupteur ide´al (par rapport a` la commande) et a` la diode, mode`les qui sont
obtenus par la traduction des mode`les de type re´seau de Petri d’e´tat interpre´te´
fournis par (Hautier and Caron, 1999). De´ja`, sur ces deux mode`les, on peut
identiﬁer deux fac¸ons diﬀe´rentes de ge´rer les transitions. Ainsi, dans le cas de
l’interrupteur ide´al, on constate la pre´sence d’un signal exte´rieur de commande
qui peut prendre les valeurs σe, commande d’ouverture de l’interrupteur, et σf ,
commande de fermeture de l’interrupteur. Contrairement a` l’interrupteur ide´al,
dans le cas de la diode, les conditions de commutation portent uniquement sur
les variables d’eﬀort/ﬂux associe´es a` l’interrupteur. De cette manie`re, la diode
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reste dans l’e´tat E tant que son courant reste positif, le passage de E en F s’ef-
fectuant lorsque son courant devient nul, et elle reste en F tant que sa tension
est positive (convention ge´ne´rateur), le passage de F a` E s’eﬀectuant lorsque sa
tension devient nulle. Ce comportement correspond, par exemple, a` la situation
quand la conﬁguration (F,E) est active et, donc, le passage de´croissant du cou-
rant par ze´ro produit le blocage de la diode. Une fois dans la conﬁguration (F,F),
l’e´ventuel passage par ze´ro de la tension aux bornes de la diode (la tension aux
bornes de la capacite´ devient e´gale a` la tension de la source) met en conduction
la diode, ce qui conduit de nouveau a` la conﬁguration (F,E).
Cependant, si on conside`re que la conﬁguration (F,E) est active, avec une tension
positive aux bornes de la capacite´, et si on commande la fermeture de l’interrup-
teur ide´al par l’interme´diaire de l’e´ve´nement de commande σf , alors cela entraˆıne
le blocage de la diode, ce qui fait que la nouvelle conﬁguration active est (E,F).
Eﬀectivement, le syste`me ne pourrait pas e´voluer vers la conﬁguration (E,E),
puisque, conforme´ment a` (3.53), l’amplitude de la composante impulsionnelle de
f4 serait ne´gative, ce qui conduirait a` une violation instantane´e de la condition
d’invariance associe´e a` l’e´tat E de la diode. De meˆme, lorsque la conﬁguration
active est (E,F), avec un courant positif dans l’inductance, et que l’interrupteur
ide´al est commande´ a` l’ouverture par l’interme´diaire de l’e´ve´nement σe, la diode
devient passante, ce qui fait que la nouvelle conﬁguration active est (F,E). Ceci
est favorise´ par le fait que la conﬁguration (F,F) ne pourrait pas eˆtre active,
puisque, conforme´ment a` (3.52), l’amplitude de la composante impulsionnelle
de e4 serait ne´gative, ce qui conduirait a` une violation instantane´e de la condi-
tion d’invariance associe´e a` l’e´tat F de la diode. Ainsi, on constate que dans
les deux cas cite´s, la commutation de la diode ne se fait pas force´ment lorsque
son courant ou sa tension deviennent nulles, mais cela peut arriver aussi lorsque
le reste du syste`me impose des discontinuite´s aux variables d’eﬀort/ﬂux d’un
interrupteur. On peut aussi retrouver une commutation de la diode sans que la
condition de garde avant la commutation soit respecte´e si on se trouve dans la
conﬁguration (F,F). Si on suppose qu’une discontinuite´ de la tension de la source
soit telle que C · u¯+ > q+6 , alors ceci ferait que le syste`me soit force´ de commuter
vers (F,E), la continuation dans la conﬁguration (F,F) e´tant impossible compte
tenu de la relation (3.63) et de la contrainte d’invariance associe´e a` e4.
Toutefois, la commutation des interrupteurs autrement que par la condition de
garde peut avoir aussi des causes internes et non seulement des causes externes tel que
c’est le cas pour le convertisseur « boost ». Pour justiﬁer ceci, on utilise un deuxie`me
exemple, cf. a` la ﬁgure 3.8, qui est une forme simpliﬁe´e du convertisseur analyse´ par
(Edstro¨m et al., 1997).
Exemple bis Soit (E,F) la conﬁguration active du syste`me, telle que la partie oscil-
lante a e´te´ a priori charge´e et e´volue avec une tension positive aux bornes de
la capacite´ Co et un courant positif dans la self Lo. Soit l’e´volution de la partie
oscillante telle qu’au moment ou` la tension aux bornes de la capacite´ devient
nulle, le courant Io soit positif et supe´rieur au courant Im, positif a` son tour.
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Sw1
Sw2
E Co
Rm
Lo
Lm
Im
Io
Vo
Fig. 3.8 – Exemple de circuit ou` l’e´volution interne du syste`me peut provoquer des
changements d’e´tat discret de diode, sans que ce changement soit duˆ au franchissement
de la condition de garde
Ainsi, la diode Sw2 devient passante par le fait que la tension a` ses bornes est
nulle, ce qui entraˆıne e´galement la commutation de la diode Sw1 et l’activation
de la conﬁguration (F,E). Eﬀectivement, une e´volution dans la conﬁguration
(E,E) serait contraire a` la condition d’invariance de l’e´tat E de la diode Sw1 :
e´tant donne´ que les deux diodes sont passantes, Vo ≡ 0 ce qui fait que ISw2 = Io
et, de ce fait, ISw1 = Im − Io < 0.
3.3.1 Switch Automata
Comme on a pu le constater dans les deux exemples cite´s, le mode`le de la diode
propose´ ﬁgure 3.7(b) ne correspond pas a` toutes les situations qui peuvent se pro-
duire lors de l’e´volution d’un syste`me quelconque. Ainsi, de manie`re ge´ne´rale, cette
incohe´rence est due au fait qu’on ne peut pas utiliser la notion de garde classique
(frontie`re de l’invariant) pour obliger le syste`me a` rester dans un e´tat discret parce
que les variables ne violent jamais l’invariant, mais ne sortent plus force´ment par la
frontie`re. Cependant, il est quand meˆme utile de conserver la notion de garde pour
de´crire des transitions surtout parce que dans le cas de certains interrupteurs, comme
le thyristor, on ne peut pas faire autrement. Tous ces conside´rations conduisent au
nouveau mode`le d’interrupteur introduit par la de´ﬁnition 3.34.
De´ﬁnition 3.34 (Switch Automaton) Un switch automaton est donc :
SA = {L,W,B, Caus, Inv,A, Σ} (3.65)
ou` :
– L est un ensemble ﬁni de situations discre`tes (modes), ou` card (L) ≥ 2 ;
– W = {we, wf} est un ensemble de variables d’interaction, ou` we repre´sente
l’eﬀort et wf repre´sente le ﬂux, avec val (w) ∈ R ;
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– B est l’ensemble de valeurs qui peuvent eˆtre prises par l’entre´e boole´enne b,
B ⊆ Bdim(b). Par convention, si B = ∅, alors on conside`re qu’il n’y a pas d’entre´e
boole´enne ;
– Caus : L → W correspond a` la causalite´ de l’interrupteur et, donc, associe
a` toute situation l ∈ L la variable de W qui doit eˆtre mise a` ze´ro. Dans ces
conditions, Caus (l) repre´sente la variable de sortie de l’interrupteur, tandis
que l’autre variable de W, note´e alors par Caus (l), est une variable d’entre´e ;
– Inv est un ensemble de conditions associe´es a` chaque situation l ∈ L, qui portent
sur les entre´es du syste`me, Caus (l) et b ;
– Σ est l’ensemble des e´ve´nements externes ;
– A est un ensemble de transitions constitue´ de deux sous-ensembles :
– As ensemble des transitions synchronise´es ou` chaque e´le´ment est du type
(l, σ, guard, l′), ou` :
– l, l′ ∈ L, l = l′ ;
– σ ∈ Σ ;
– guard est une condition qui porte sur Caus (l) ;
– Ac ensemble des transitions de secours dont chaque e´le´ment est du type (l, l′).
Remarque 3.35 Un tel mode`le n’est pas compatible avec le mode`le de I/O hybrid
automata (Lynch et al., 2001) parce que les variables sont selon le mode ou bien des
entre´es ou bien des sorties. De plus, par rapport a` la de´ﬁnition ge´ne´rale de l’automate
hybride 2.8, le switch automaton n’a pas d’e´tat continu et d’e´quations dynamiques
associe´es a` celui-ci.
La condition d’invariance de´ﬁnit e´galement une re´gion d’invariance dans l’espace
des variables d’entre´e (entre´e boole´enne et variable de puissance d’entre´e). On peut
ainsi de´ﬁnir, pour un mode lj ∈ L quelconque, l’ensemble des valeurs de b compa-
tibles avec la re´gion d’invariance, B (lj) ⊆ B, et l’ensemble des valeurs de Caus (li)
compatibles avec la meˆme re´gion, D (lj) ⊆ R. Autrement dit :
– ∀b ∈ B (lj) , ∃Caus (lj) ∈ D (lj) t.q. Inv
(
lj, Caus (lj) , b
)
= true ;
– ∀Caus (lj) ∈ D (lj) , ∃b ∈ B (lj) t.q. Inv
(
lj, Caus (lj) , b
)
= true ;
– 
(
Caus (lj) , b
)
/∈ D (lj)× B (lj) t.q. Inv
(
lj, Caus (lj) , b
)
= true.
De plus, par la suite, pour simpliﬁer, on utilise la meˆme notation, Inv, pour de´signer,
en fonction du contexte, soit la condition d’invariance, soit la re´gion d’invariance,
cette simpliﬁcation s’appliquant pour la condition de garde et, e´galement, pour toute
autre condition de ce type qui sera ainsi de´ﬁnie.
Remarque 3.36 On peut constater que Inv
(
lj , Caus (li) , b
) ⊆ D (lj) × B (lj). En
plus, si D (lj) convexe, alors D (lj)×B (lj) repre´sente l’enveloppe convexe de l’ensemble
Inv
(
lj, Caus (li) , b
)
.
En ce qui concerne l’ensemble de transitions, on rajoute qu’on fait, par la suite,
dans le cas ge´ne´ral, la distinction entre une transition du mode`le switch automaton et
une commutation de l’interrupteur. Ainsi, par convention, la dernie`re est e´quivalente
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a` une transition qui implique un changement de causalite´. Dans ce contexte, on a une
e´quivalence totale entre les deux pour tous les mode`les qui ont card (L) = 2. De plus,
de fac¸on similaire a` la condition d’invariance, on peut de´ﬁnir une re´gion G (l, l′) telle
que, pour une transition a = (l, σ, guard, l′) ∈ As, la condition guard se met sous la
forme : guard =
[
Caus (l) ∈ G (l, l′)].
Ce nouveau mode`le d’interrupteur repre´sente une version enrichie du mode`le de
l’interrupteur tel qu’il a e´te´ utilise´ dans un contexte bond graph. En eﬀet, dans les deux
cas, on retrouve la notion de causalite´ qui peut prendre uniquement deux valeurs, ce
qui de´termine la nature en terme d’entre´e/sortie des variables d’eﬀort/ﬂux. De plus,
la notion d’e´tat logique est e´tendue, on peut avoir plusieurs situations associe´es a`
chaque valeur de causalite´ et on a rajoute´ des entre´es logiques et e´ve´nementielles. Par
l’interme´diaire de l’attribut Inv, on impose des contraintes au domaine dynamique
des variables d’interaction, alors que par l’interme´diaire de A on de´ﬁnit la dynamique
discre`te de l’interrupteur. De fac¸on plus pre´cise, la se´mantique d’un tel automate est
de´ﬁnie par ses trajectoires, conforme´ment a` la de´ﬁnition 3.37.
De´ﬁnition 3.37 Une trajectoire du switch automaton SA est une se´quence,
(l0, τ0, (we, wf), b) , (l1, τ1, (we, wf), b) , . . . ,
(li, τi, (we, wf), b) , (li+1, τi+1, (we, wf), b) , . . . ,
(3.66)
qui respecte les contraintes suivantes (∀i ≥ 0) :
1. li, li+1 ∈ L et li = li+1 ;
2. τi+1 − τi > 0 ;
3. ∀t ∈ [τi, τi+1[
Caus (li) (t) = 0, (3.67a)
Inv
(
li, Caus (li) (t) , b (t)
)
= true; (3.67b)
4. ∃a ∈ A, tel que :
[a = (li, σ, guard, li+1) ∈ As ∧ σ ∈ Σ
∧guard (Caus (li) (τ−i+1)) = true]
∨ a = (li, li+1) ∈ Ac
(3.68)
L’ensemble de toutes les trajectoires de l’automate SA est note´ par T (SA).
Remarque 3.38 La deuxie`me contrainte impose´e a` la trajectoire du switch automa-
ton implique que, si on se place dans le domaine me´canique, on ne peut pas mode´liser
les chocs e´lastiques.
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Remarque 3.39 Par rapport a` l’e´volution globale des variables de puissance, on peut
distinguer deux types de transitions. Ainsi, soit l’enchaˆınement du mode li par le mode
li+1 a` l’instant τi+1. Alors, si Caus (li) est continu a` τi+1, on dit que l’on a a` faire
a` une transition douce, autrement il s’agit d’une transition dure. Par ailleurs, s’il y
a aussi un changement de causalite´, alors, pour avoir une transition (commutation)
douce, il faut que Caus (li)
(
τ−i+1
)
= Caus (li+1)
(
τ+i+1
)
= 0.
Au vu de ces conside´rations, il est possible d’introduire des mode`les de type
switch automaton pour les principaux interrupteurs de l’e´lectronique de puissance,
conforme´ment a` la ﬁgure 3.9, ou` on donne e´galement un mode`le alternatif de l’inter-
rupteur ide´al, celui de la ﬁgure 3.7(a) restant toujours valable. Ainsi, les trajectoires
possibles des variables d’eﬀort/ﬂux, qui sont de´crites dans l’analyse des deux exemples
au-dessus, respectent la se´mantique du mode`le switch automaton de la diode.
Remarque 3.40 Il est ne´cessaire de faire quelques pre´cisions lie´es a` la « pratique »
par rapport aux mode`les pre´sente´s en ﬁgure 3.9 :
1. Ces mode`les ne sont pas exhaustifs et, donc, ils prennent en compte uniquement
une e´volution dite « normale ». Ainsi, par exemple, dans le cas de la diode, on ne
mode´lise pas l’eﬀet d’avalanche lorsque la tension (inverse) de´passe un certain
seuil et, dans le cas du transistor, la tension doit rester ne´gative lorsqu’on se
trouve en mode bloque´.
2. La commande a` la fermeture du thyristor se fait par l’injection d’un courant
de gaˆchette, pourvu qu’on arrive a` obtenir la bonne polarisation entre l’anode
et le cathode du thyristor. Une fois le thyristor passant, le courant de gaˆchette
n’est plus ne´cessaire pour assurer la conduction, donc, l’injection du courant de
gaˆchette est assimile´e a` l’occurrence de l’e´ve´nement σE.
3. La commande a` la fermeture du transistor consiste dans l’application d’une ten-
sion d’une valeur supe´rieure a` un seuil soit entre la base et l’e´metteur, dans
la cas du transistor bipolaire, soit entre la grille et la source, dans le cas du
MOSFET, soit entre la grille et l’e´metteur, dans le cas de l’IGBT. Pour garder
le transistor passant, cette commande doit eˆtre maintenue, d’ou` l’assimilation
de ce signal a` un boole´en. Si le transistor se trouve dans l’e´tat passant et son
courant s’annule, alors le transistor peut se bloquer mais, conforme´ment aux
caracte´ristiques des divers transistors, la tension est force´e de rester a` ze´ro tant
qu’il y a une commande (b = 1).
Mis a` part les attributs du mode`le switch automaton, il est utile de de´ﬁnir cer-
taines notions comple´mentaires, telles que la frontie`re de l’invariant et la condition
d’incompatibilite´ de l’entre´e boole´enne. Aﬁn de pouvoir de´ﬁnir ces notions de manie`re
simple, par rapport a` la condition d’invariance, on doit introduire une forme ca-
nonique d’e´criture pour cette dernie`re. Ceci se justiﬁe par le fait qu’on peut avoir
plusieurs formes de mise en e´quation de la condition d’invariance : par exemple,
la condition d’invariance du mode F du transistor peut s’e´crire aussi sous la forme
[(b = 0 ∧ we > 0) ∨ (b ∈ B ∧ we = 0)].
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E
F
[b = 1]
we := 0
[b = 0]
wf := 0
(a) Interrupteur ide´al
E
F
[wf ≥ 0]
we := 0
[we ≥ 0]
wf := 0
(b) Diode
E
F
[wf ≥ 0]
we := 0
[we ∈ R]
wf := 0
σE [we ≤ 0]
(c) Thyristor
E
F
[b = 1 ∧ wf ≥ 0]
we := 0
[(b = 0 ∧ we ≤ 0)∨
(b = 1 ∧ we = 0)]
wf := 0
(d) Transistor
Fig. 3.9 – Mode`les switch automata de l’interrupteur ide´al a` la commande et des
principaux interrupteurs d’e´lectronique de puissance, ou` les transitions synchronise´es
sont repre´sente´es par des traits continus, tandis que les transitions de secours sont
repre´sente´es par des traits discontinus
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De´ﬁnition 3.41 (Forme canonique de l’invariant) Pour un mode lj ∈ L quel-
conque, soient B (lj) ⊆ B et, respectivement, D (lj) ⊆ R les deux ensembles de valeurs
de l’entre´e boole´enne, respectivement de l’entre´e de puissance, compatibles avec la
re´gion d’invariance associe´e. Alors, pour B = ∅ :
Inv
(
lj , Caus (lj) , b
)
=
k∨
i=1
[
b ∈ Bi (lj) ∧ Caus (lj) ∈ Di (lj)
]
(3.69)
est en forme canonique si :
1. B1 (lj) ∪ B2 (lj) ∪ . . . ∪ Bk (lj) = B (lj) ;
2. Bi (lj) ∩ Bi′ (lj) = ∅, ∀i = i′, (i, i′ = 1 . . . k) ;
3. D1 (lj) ∪ D2 (lj) ∪ . . . ∪ Dk (lj) = D (lj) ;
4. Di (lj) = Di′ (lj) , ∀i = i′, (i, i′ = 1 . . . k).
Autrement, la forme canonique est repre´sente´e par :
Inv
(
lj , Caus (lj)
)
=
[
Caus (lj) ∈ D (lj)
]
(3.70)
Remarque 3.42 S’il n’y pas de risque de confusion, pour simpliﬁer, on peut omettre
de rajouter, lors de l’e´criture de la forme canonique de l’invariant, les conditions de
type Caus (lj) ∈ Di (lj) si Di (lj) = R.
Proposition 3.43 Pour tout mode lj ∈ L, il existe pour l’invariant associe´ une forme
d’e´criture canonique du type introduit par la de´ﬁnition 3.41 et celle-ci est unique.
De´monstration On montre l’existence de fac¸on constructive pour B (lj) = ∅, sinon
la forme canonique existe par de´ﬁnition. E´tant donne´ que l’ensemble B (lj) a un
nombre ﬁni d’e´le´ments, dans un premier temps, on peut en construire une par-
tition forme´e par des ensembles avec un seul e´le´ment : B (lj) =
card(B(lj))⋃
i=1
B¯i (lj),
ou` les ensembles B¯i (lj) sont disjoints par construction. Dans ces conditions, on
peut mettre la condition d’invariance sous la forme :
Inv
(
lj , Caus (lj) , b
)
=
card(B(lj))∨
i=1
[
b ∈ B¯i (lj) ∧ Caus (lj) ∈ D¯i (lj)
]
, (3.71)
ou` D (lj) =
card(B(lj))⋃
i=1
D¯i (lj). Ainsi, la forme d’e´criture introduite par l’e´quation
(3.71) respecte les trois premie´res conditions impose´es a` la forme canonique.
Pour en obtenir aussi la quatrie`me, il suﬃt de regrouper les conditions qui ont
le meˆme D¯i (lj) pour arriver a` (3.69).
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Pour montrer l’unicite´, soit une autre partition de D (lj)×B (lj), pour B (lj) = ∅,
qui respecte au moins les premie`res trois conditions de la de´ﬁnition 3.41, telle
que :
Inv
(
lj, Caus (lj) , b
)
=
k′∨
η=1
[
b ∈ B′η (lj) ∧ Caus (lj) ∈ D′η (lj)
]
. (3.72)
Soit i ∈ {1, . . . , k} tel que Bi (lj) = B′η (lj) , ∀η ∈ {1, . . . , k′} et soit Ii ⊆
{1, . . . , k′} un ensemble d’indices au nombre minimum d’e´le´ments tel que Bi (lj)
⊆ ⋃
η∈Ii
B′η (lj) = Bˆi (lj). Alors, on peut distinguer deux situations :
1. si card (Ii) > 1 ⇒ D′η (lj) = D′η′ (lj) = Di (lj) , ∀η, η′ ∈ Ii ⇒ (3.72) n’est
pas en forme canonique ;
2. si card (Ii) = 1 ⇒ Bi (lj) ⊂ Bˆi (lj) ⇒ ∃Iˆi ⊆ {1, . . . , k} au nombre
minimum d’e´le´ments tel que Bˆi (lj) \Bi (lj) ⊆
⋃
i′∈Iˆi
Bi′ (lj) ⇒ Di (lj) =
Di′ (lj) , ∀i′ ∈ Iˆi ce qui est absurde par rapport au fait que (3.69) soit
en forme canonique.
On peut donc conclure a` l’unicite´ de la forme canonique.
Maintenant, on peut de´ﬁnir la frontie`re de l’invariant et la condition d’incompati-
bilite´.
De´ﬁnition 3.44 (Frontie`re de l’invariant) Pour un mode lj ∈ L quelconque, dont
la condition d’invariance est mise sous forme canonique, dans le cas ou` B = ∅, la fron-
tie`re de l’invariant est de´ﬁnie comme e´tant :
Front (lj) = Front1 (lj) ∨ Front2 (lj) ∨ . . . ∨ Frontk (lj) , (3.73)
ou` Fronti (lj) =
[
b ∈ Bi (lj) ∧ Caus (lj) ∈ Fr (Di (lj))
]
, ∀i ∈ {1, . . . , k} et Fr (D) est
la frontie`re ﬁnie du domaine D (Fr (R) = ∅). Autrement, pour B = ∅, la frontie`re est
de´ﬁnie par :
Front (lj) =
[
Caus (lj) ∈ Fr (D (lj))
]
. (3.74)
De´ﬁnition 3.45 (Condition d’incompatibilite´) Pour un mode`le de type switch
automaton tel que B = ∅, on peut associer a` tout mode lj ∈ L quelconque, dont la
condition d’invariance est mise sous forme canonique, une condition d’incompatibilite´
qui est de´ﬁnie comme e´tant :
Inc (lj) = Inc1 (lj) ∨ Inc2 (lj) ∨ . . . ∨ Inck (lj)
∨ [b ∈ B\B (lj) ∧ Caus (lj) ∈ D (lj)] , (3.75)
ou` Inci (lj) =
[
b ∈ Bi (lj) ∧ Caus (lj) ∈ D (lj) \Di (lj)
]
, ∀i ∈ {1, . . . , k}.
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A titre d’exemple, dans le cas du transistor, pre´sente´ ﬁgure 3.9(d), on de´duit
que, pour le mode E, la frontie`re de l’invariant est repre´sente´e par Front (E) =
[b = 1 ∧ wf = 0] et la condition d’incompatibilite´ est repre´sente´e par Inc (E) = [b = 0
∧wf ≥ 0], tandis que pour le mode F, on a Front (F) = [b ∈ B ∧ we = 0] et Inc (F) =
[b = 1 ∧ we < 0]. Sans entrer dans le meˆme niveau de de´tail pour les autres inter-
rupteurs pre´sente´s ﬁgure 3.9, on constate qu’il n’y a pas de frontie`re pour les deux
modes de l’interrupteur ide´al, ainsi que pour le mode F du thyristor, et qu’il n’y a pas
non plus de condition d’incompatibilite´ pour la diode et le thyristor. En plus, pour
tous les interrupteurs de la ﬁgure 3.9, tous les invariants sont clos, c’est-a`-dire que,
d’un point de vue ensemble, pour un mode lj quelconque on a Front (lj) ⊆ Inv (lj).
D’ailleurs, par la suite, on conside`re que tous les mode`les de type switch automata
dont on discute ont des invariants clos.
D’un point de vue qualitatif, l’existence de la frontie`re de l’invariant pour un
mode lj ∈ L donne´ atteste le fait que ce mode pourrait eˆtre quitte´ par l’unique
e´volution de la variable de puissance d’entre´e. Dans ce cas, on dit qu’une transition
autonome est disponible s’il existe une transition de secours qui a lj comme mode
source (∃a ∈ Ac t.q. a = (lj, lj′)). Dans le meˆme registre, en ce qui concerne la
condition d’incompatibilite´, on peut dire que lorsque la variable de puissance d’entre´e
se trouve dans un certain domaine, si l’entre´e boole´enne change d’une fac¸on parti-
culie`re, alors, ce changement doit eˆtre accompagne´ par une e´volution du mode de
l’interrupteur. Dans ce cas, on dit qu’une transition commande´e est disponible si
∃a ∈ Ac t.q. a = (lj , lj′).
Remarque 3.46 Comme on l’a de´ja` discute´ en de´but de la sous-section 3.3 sur les
exemples, on peut avoir des transitions a` la fois autonomes et douces, tout comme on
peut avoir des transitions a` la fois autonomes et dures. Tout de meˆme, en vertu de
la remarque 3.39, une particularite´ des interrupteurs pre´sente´s ﬁgure 3.9 est qu’une
transition eﬀectue´e a` partir de la frontie`re de l’invariant (la` ou` elle existe) est ne´ces-
sairement douce.
3.3.2 Composition des interrupteurs
Une fois les mode`les d’interrupteurs e´le´mentaires de´ﬁnis, on peut obtenir de nouveaux
mode`les switch automata par des associations particulie`res de ces interrupteurs. Par
la suite, on analyse deux type d’association : anti-paralle`le et se´rie, conforme´ment a`
la ﬁgure 3.10.
Proposition 3.47 L’association anti-paralle`le ou se´rie de deux interrupteurs peut
eˆtre remplace´e par un seul interrupteur e´quivalent.
De´monstration On commence par montrer l’e´quivalence dans le cas anti-paralle`le.
Ainsi, conforme´ment a` la ﬁgure 3.10(a), cette association introduit les con-
traintes suivantes :
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A
B
Sw1 Sw2
wf
wf1
wf2
wewe1 we2
(a) Anti-paralle`le
A
B
Sw1
Sw2
wf
wf1
wf2 we
we1
we2
(b) Se´rie
Fig. 3.10 – Deux types particuliers d’association d’interrupteurs : anti-paralle`le et
se´rie, dans l’e´lectricite´
we = we1 = −we2 (3.76a)
wf = wf1 − wf2 (3.76b)
De cette manie`re, quand un des interrupteurs est en causalite´ source d’eﬀort,
we := 0, et quand les deux interrupteurs sont en causalite´ source de ﬂux, alors
wf := 0. De la meˆme fac¸on, conforme´ment a` la ﬁgure 3.10(b), l’association se´rie
introduit les contraintes suivantes :
we = we1 + we2 (3.77a)
wf = wf1 = wf2, (3.77b)
ce qui fait que wf := 0, si un des interrupteurs est en source de ﬂux et we := 0,
si les deux interrupteurs sont en source d’eﬀort. De plus, on ne peut pas avoir les
deux interrupteurs en source d’eﬀort, dans le cas de l’association anti-paralle`le,
ou les deux en source de ﬂux, dans le cas de l’association se´rie, parce que, d’un
point de vue bond graph, ceci conduirait a` un conﬂit causal, conforme´ment a` la
ﬁgure 3.11.
Remarque 3.48 Dans le cas de l’association anti-paralle`le, compte tenu de l’e´qua-
tion (3.76b), quand l’interrupteur e´quivalent est en causalite´ source d’eﬀort, le ﬂux
wf est a` la fois de´termine´ par le ﬂux de l’interrupteur Sw1, lorsque celui-ci est en
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1
1 0
0
0
A B
Sw : Sw1 Sw : Sw2
(a) Anti-paralle`le
1 00
A B
Sw : Sw1
Sw : Sw2
(b) Se´rie
Fig. 3.11 – Conﬂits a` l’assignation de la causalite´ pour les associations anti-paralle`le
et se´rie des interrupteurs (les jonctions ou` les conﬂits se produisent e´tant mises en
e´vidence par le contour pointille´), quand on essaie d’avoir les deux interrupteurs en
source d’eﬀort, dans le cas anti-paralle`le ou les deux interrupteurs en source de ﬂux,
dans le cas se´rie
source d’eﬀort, et a` la fois par le ﬂux de l’interrupteur Sw2, lorsque celui-ci est en
source d’eﬀort. De meˆme, dans le cas de l’association se´rie, compte tenu de (3.77a),
quand l’interrupteur e´quivalent est en causalite´ source de ﬂux, l’eﬀort we est a` la fois
de´termine´ par l’eﬀort de l’interrupteur Sw1, lorsque celui-ci est en source de ﬂux, et
a` la fois par l’eﬀort de l’interrupteur Sw2, lorsque celui-ci est en source de ﬂux.
Dans ce contexte, on peut de´ﬁnir les associations anti-paralle`le et se´rie entre un
transistor et une diode. Dans le premier cas, on peut retrouver dans un premier temps,
un mode`le e´quivalent a` trois modes, conforme´ment a` la ﬁgure 3.12(a), ou` les modes
a` causalite´ source d’eﬀort, EF et, respectivement, FE, correspondent au transistor en
mode E et a` la diode en mode F et, respectivement, au transistor en mode F et la diode
en mode E. Ainsi, les conditions d’invariance associe´es a` chaque mode sont obtenues
par la conjonction des conditions d’invariance associe´es a` chaque mode correspondant
dans les mode`les du transistor et de la diode, de la fac¸on suivante :
– l’entre´e boole´enne associe´e au transistor devient l’entre´e boole´enne de l’inter-
rupteur e´quivalent et les conditions qui portaient sur cette entre´e dans le mode`le
du transistor se retrouvent en tant que telles dans le nouveau mode`le ;
– lorsque la causalite´ de l’interrupteur e´quivalent est en source d’eﬀort :
– pourvu que l’origine de l’espace des variables d’eﬀort/ﬂux soit contenue par
les re´gions de´ﬁnies par les conditions d’invariance, compte tenu de (3.76a),
les conditions d’invariance associe´es aux variables d’eﬀort sont implicitement
respecte´es ;
– en vertu de la remarque 3.48, les conditions d’invariance associe´es aux modes
E, qui portaient dans les mode`les initiaux sur les variables de ﬂux associe´es
a` chaque interrupteur, peuvent eˆtre exprime´es en fonction de la variable de
ﬂux de l’interrupteur e´quivalent ;
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EF FE
FF
[b = 1 ∧ wf ≥ 0]
we := 0
[b ∈ B ∧ wf ≤ 0]
we := 0
[(b = 0 ∧ we ≤ 0)∨
(b = 1 ∧ we = 0)]
wf := 0
(a) Association anti-paralle`le
EF FE
EE
[b = 1 ∧ we ≥ 0]
wf := 0
[(b = 0 ∧ we ≤ 0)∨
(b = 1 ∧ we = 0)]
wf := 0
[b = 1 ∧ wf ≥ 0]
we := 0
(b) Association se´rie
Fig. 3.12 – Mode`les switch automata a` trois modes des associations anti-paralle`le et
se´rie du transistor et de la diode
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E
F
[(b = 1 ∧ wf ∈ R)∨
(b = 0 ∧ wf ≤ 0)]
we := 0
[(b = 0 ∧ we ≤ 0)∨
(b = 1 ∧ we = 0)]
wf := 0
(a) Association anti-paralle`le
E
F
[b = 1 ∧ wf ≥ 0]
we := 0
[(b = 0 ∧ we ≤ 0)∨
(b = 1 ∧ we ≥ 0)]
wf := 0
(b) Association se´rie
Fig. 3.13 – Mode`les switch automata a` deux modes des associations anti-paralle`le et
se´rie du transistor et de la diode
– lorsque la causalite´ de l’interrupteur e´quivalent est en source de ﬂux, toujours a`
partir de (3.76a), on arrive a` exprimer les conditions d’invariance associe´es aux
modes F, qui portaient dans les mode`les initiaux sur les variables d’eﬀort as-
socie´es a` chaque interrupteur, en fonction de la variable d’eﬀort de l’interrupteur
e´quivalent.
D’ailleurs, on peut simpliﬁer ce mode`le en faisant fusionner les modes EF et FE
dans un unique mode E, ou` l’invariant de ce nouveau mode est la disjonction des
conditions d’invariance de EF et de FE, conforme´ment a` la ﬁgure 3.13(a). De la
meˆme fac¸on, on obtient dans le cas de l’association se´rie, dans un premier temps un
mode`le a` trois modes, conforme´ment a` la ﬁgure 3.12(b), ou` les modes EF et FE sont a`
causalite´ source de ﬂux, tandis que le mode EE est a` causalite´ source d’eﬀort. Dans un
deuxie`me temps, on obtient un mode`le re´duit a` deux modes, conforme´ment a` la ﬁgure
3.13(b), ou` l’invariant du nouveau mode F est obtenu par la disjonction des conditions
d’invariance associe´es aux modes EF et FE du mode`le initial, a` trois modes.
Le fait qu’on puisse obtenir des mode`les e´quivalents a` deux modes dans les cas des
associations anti-paralle`le et se´rie du transistor et de la diode est possible parce que,
dans les deux cas, les transitions entre les deux modes ayant la meˆme causalite´ sont
des transitions de secours et elles existent dans les deux sens. Ceci n’est pas toujours
le cas, un contre-exemple e´tant fourni par l’association anti-paralle`le du thyristor et
de la diode. Le mode`le de cette association est pre´sente´ ﬁgure 3.14 et, comme on peut
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EF FE
FF
[wf ≥ 0]
we := 0
[we ≤ 0]
wf := 0
[wf ≤ 0]
we := 0
σE
σE
Fig. 3.14 – Mode`le switch automaton de l’association anti-paralle`le du thyristor et
de la diode
le constater, le passage entre le mode FE et le mode EF peut se faire uniquement par
une transition garde´e.
Remarque 3.49 Par rapport a` la transition garde´e du mode`le du thyristor, les tran-
sitions garde´es du mode`le donne´ ﬁgure 3.14 ne de´pendent plus de la variable d’ef-
fort associe´e a` l’interrupteur. Ceci est duˆ au fait que la condition pre´sente dans le
mode`le du thyristor est implicitement respecte´e : soit par l’interme´diaire de la condi-
tion d’invariance du mode source, dans le cas de la transition de FF a` EF, soit par
l’interme´diaire de la contrainte de causalite´ associe´e au mode source, comme c’est le
cas de la transition de FE a` EF.
Remarque 3.50 Il est ne´cessaire de faire quelques pre´cisions d’ordre « pratique »
par rapport aux associations anti-paralle`le et se´rie d’interrupteurs :
1. L’inte´reˆt de l’association anti-paralle`le du transistor et de la diode, ainsi que
celle du thyristor et de la diode, est d’obtenir un nouvel interrupteur qui est
bidirectionnel en courant. Toutefois, dans le cas de l’association du thyristor et
de la diode, on perd la bidirectionnalite´ initiale en tension du thyristor.
2. L’inte´reˆt de l’association se´rie du transistor et de la diode est d’obtenir un nou-
veau interrupteur qui est bidirectionnel en tension. De ce fait, il n’y a pas de
raison pour de´ﬁnir un nouvel interrupteur obtenu par la mise en se´rie du thy-
ristor et de la diode.
3. Dans bon nombre d’applications, l’utilisation du transistor est telle que son ou-
verture doit se faire par une transition autonome douce. Ceci peut se re´aliser
uniquement par la frontie`re du mode E ([b = 1 ∧ wf = 0]), ce qui implique qu’a`
l’activation du mode F, la condition d’invariance [b = 1 ∧ we = 0] doit eˆtre res-
pecte´e dans un intervalle non-nul de temps. Ainsi, la pre´sence de la diode, ap-
pele´e aussi dans ce cas diode de « roue libre », en association anti-paralle`le avec
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le transistor assure par sa fermeture, dans le cas de l’ouverture douce de ce der-
nier, la chute de tension nulle ne´cessaire. En plus, dans le cas de l’interrupteur
e´quivalent, les transitions autonome et commande´e disponibles a` partir du mode
E vers le mode F se font avec b = 0 (Front (E) = [b = 0 ∧ wf = 0] et Inc (E) =
[b = 0 ∧ wf > 0]). De ce fait, la possibilite´ d’avoir la condition [b = 1∧ we = 0]
respecte´e dans le mode F est tre`s mince : il faudrait une e´volution dans ce sens
pendant la pe´riode d’activite´ du mode F, ce qui, normalement, devrait pouvoir
eˆtre e´vite´. Un exemple d’application utilisant cet interrupteur e´quivalent sera
pre´sente´e dans le chapitre 5.
3.4 Mode`le automate hybride
Comme on l’a de´ja` e´nonce´, le nouveau mode`le d’interrupteur est obtenu par l’enri-
chissement du mode`le bond graph d’interrupteur, ce qui fait que le mode`le complet
du syste`me est obtenu par la re´union du mode`le bond graph et des mode`les de ses
interrupteurs. Compte tenu du fait que le mode`le propose´ d’interrupteur est hybride,
dans le sens ou` il y a des variables discre`tes, comme le mode de l’interrupteur, et
continues, comme les variables de puissance associe´es a` l’interrupteur, et que ces va-
riables interagissent, on peut envisager que le re´sultat de la composition puisse eˆtre
repre´sente´ par un mode`le de type automate hybride. Par la suite, on identiﬁe un par un
les attributs de cette repre´sentation de type automate hybride associe´e a` un syste`me
physique line´aire avec nw interrupteurs, en commenc¸ant par l’e´tat hybride pour ﬁ-
nir par l’ensemble des transitions. Toutefois, on fait cette analyse sous l’hypothe`se de
fonctionnement normal, alors qu’une discussion en ce qui concerne la relaxation et/ou
le renforcement de cette hypothe`se est pre´sente´e en ﬁn de section.
Remarque 3.51 Par la suite, on de´note par un indice supe´rieur tout ce qui a a` faire
avec le mode`le d’un interrupteur : par exemple, Lj repre´sente l’ensemble des modes
de l’interrupteur Swj et l
j
i repre´sente le mode li du meˆme interrupteur Swj.
3.4.1 Choix de l’e´tat hybride
E´tant donne´ que les seules composantes a` dynamique discre`te sont les interrupteurs,
on choisit de repre´senter l’e´tat discret ou mode du syste`me par l = (l1, l2, . . . , lnw), ou`
lj , ∀j ∈ {1, . . . , nw} est la variable discre`te associe´e a` l’interrupteur j. On remarque
ici qu’une distinction doit eˆtre faite entre le mode du syste`me et la conﬁguration
d’interrupteurs : la dernie`re repre´sente uniquement l’e´tat causal des interrupteurs et
pour que les deux soient identiques il faut avoir card (Lj) = 2, ∀j ∈ {1, . . . , nw}.
Soit C¯ l’ensemble de toutes les conﬁgurations possibles (card (C¯) = 2nw), et, ainsi,
on de´ﬁnit, de fac¸on similaire au mode`le switch automaton, une relation Caus : L1 ×
L2 × . . . × Lnw → C¯ entre tous les modes possibles du syste`me et les conﬁgurations
d’interrupteurs :
Caus (l)
def
=
(
Caus1
(
l1
)
, Caus2
(
l2
)
, . . . , Causnw (lnw)
)
(3.78)
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Cependant, comme on l’a montre´ par le re´sultat de la proposition 3.3, il y a des
conﬁgurations d’interrupteurs qui ne respectent pas les lois de Kirchhoﬀ et, donc, elles
ne sont pas permises. Si on note par C l’ensemble des conﬁgurations d’interrupteurs qui
sont permises, alors on parvient a` de´ﬁnir l’ensemble des modes (permis) du syste`me
par :
L = {l ∈ L1 ×L2 × . . .× Lnw |Caus (l) ∈ C} (3.79)
Pour la suite, soit I = {1, . . . , card (L)} et Iˆ = {1, . . . , card (C)} les deux en-
sembles d’indices de´ﬁnis par rapport a` L et a` C. En plus, on de´ﬁnit la partition de
I par rapport a` Iˆ : I = ⋃
iˆ∈Iˆ
Iiˆ tel que ∀i, j ∈ Iiˆ, Caus (li) = Caus (lj). Ainsi, par un
raccourci de notation, l’utilisation de l’indice iˆ fait re´fe´rence a` tous les modes li tels
que i ∈ Iiˆ.
En ce qui concerne le choix de l’e´tat continu, on a discute´ en sous-section 3.2.3
qu’a` chaque conﬁguration on associe un vecteur d’e´tat implicite et un vecteur d’e´tat
explicite, pour un syste`me donne´, les deux e´tant, a priori, diﬀe´rents d’une conﬁ-
guration a` l’autre. Cependant, si le vecteur d’e´tat explicite change de composition
et de dimension, conforme´ment a` l’e´quation (3.9), les vecteurs d’e´tat implicites ont
les meˆmes composantes, seul leur ordonnancement dans le cadre de chaque vecteur
change. Ainsi, on choisit comme vecteur d’e´tat continu (global) le vecteur d’e´tat im-
plicite dans la conﬁguration de re´fe´rence : x =
(
xir xdr
)T
.
Exemple Pour le convertisseur « boost », compte tenu du fait que les interrupteurs
utilise´s sont a` deux modes, on a une e´quivalence entre les ensembles C et L.
Comme on l’a de´ja` de´termine´, toutes les conﬁgurations du syste`me sont per-
mises, donc card (L) = 4. Finalement, le vecteur d’e´tat continu est donne´ par le
vecteur d’e´tat implicite dans le mode (la conﬁguration) de re´fe´rence, c’est-a`-dire
qu’on a x =
(
p2 q6
)T
.
3.4.2 Les entre´es du mode`le
On peut identiﬁer deux types d’entre´es pour les syste`mes physiques line´aires avec des
interrupteurs : des entre´es a` temps continu, repre´sente´es par le vecteur des entre´es de
puissance, u, et des entre´es logiques, repre´sente´es par la totalite´ des entre´es boole´ennes
et des entre´es e´ve´nementielles des mode`les individuels de chaque interrupteur. Ainsi,
si on conside`re nb ≤ nw tel que Bi = ∅, ∀i > nb, alors :
B = B1 × B2 × . . .× Bnb
Σ = Σ1 ∪Σ2 ∪ · · · ∪Σnw (3.80)
et on de´note par b =
(
b1 b2 . . . bnb
)T
l’entre´e boole´enne du syste`me. En ce qui
concerne le vecteur des entre´es de puissance, u, par l’hypothe`se de fonctionnement
normal, celui-ci est continu et a` diﬀe´rentielle continue et, en plus, on conside`re que u˙
est connue a priori.
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3.4.3 L’ensemble d’activite´s
Dans un premier temps, il est important de remarquer, par la mise en e´quation ope´re´e
en sous-section 3.2.3, qu’on peut associer a` chaque conﬁguration deux e´quations dyna-
miques e´quivalentes : l’une implicite et l’autre explicite. Ainsi, pour une conﬁguration
ciˆ ∈ C, compte tenu du fait que la relation (3.9) est inversible :
xiˆ =
⎛
⎝ P T1ˆi 0P T
2ˆi
0
0 I
⎞
⎠x, (3.81)
on peut obtenir une dynamique implicite a` partir de l’e´quation (3.17) par rapport a` la
variable d’e´tat x. Cependant, pour bon nombre d’applications, telles que, par exemple,
la simulation, il est plus utile que la dynamique soit exprime´e par des e´quations
explicites. Pour y parvenir, il faut donc exprimer le vecteur d’e´tat explicite associe´ a`
la conﬁguration donne´e, x1ˆi, par rapport au vecteur d’e´tat x et vice versa. Pour la
relation directe, on emploie le changement inverse de variable de´ﬁni par (3.25b), pour
obtenir x1ˆi par rapport a` xiˆ, et, ensuite, la relation (3.81) pour obtenir la relation qui
de´ﬁnit x1ˆi par rapport a` x :
x1ˆi = K1ˆix, (3.82)
ou` :
K1ˆi =
(
I −S12ˆi
)⎛⎝ P T1ˆi 0P T
2ˆi
0
0 I
⎞
⎠ . (3.83)
Pour la relation inverse, on emploie le changement direct de variable (3.21a), pour
obtenir, compte tenu aussi de (3.26b), xiˆ par rapport a` x1ˆi et a` u, et, ensuite la
relation (3.9) pour obtenir la relation qui de´ﬁnit x par rapport a` x1ˆi et a` u :
x = K3ˆix1ˆi +K2ˆiu, (3.84)
ou` :
K2ˆi =
(
P1ˆi P2ˆi 0
0 0 I
)(
S12ˆi
I
)
RiˆS25ˆi (3.85a)
K3ˆi =
(
P1ˆi P2ˆi 0
0 0 I
)(
I− S12ˆiRiˆ
(
ST
12ˆi
Fiˆi + F
T
iˆ
)
−Riˆ
(
ST
12ˆi
Fiˆi + F
T
iˆ
) ) (3.85b)
On peut maintenant, compte tenu des relations (3.82), (3.26a) et (3.84), exprimer
l’activite´ associe´e a` un mode quelconque li ∈ L :
Acti :
⎧⎨
⎩
x1ˆi = K1ˆix
x˙1ˆi = Aiˆx1ˆi + Eiˆu
x = K3ˆix1ˆi +K2ˆiu
(3.86)
3.4 mode`le automate hybride 71
Remarque 3.52 Par la nature des changements de variable faits, l’e´tat continu x
respecte, de fac¸on implicite, a` tout moment la contrainte alge´brique implicite associe´e
a` la conﬁguration donne´e. Eﬀectivement, si on remplace x1ˆi en utilisant (3.82) en
(3.84), on obtient, par une mise en forme convenable, la relation suivante :
(
P1ˆi P2ˆi 0
0 0 I
)(
S12ˆi
I
)
Riˆ
⎡
⎣( ST
12ˆi
I
)
Fiˆ
⎛
⎝ P T1ˆi 0P T
2ˆi
0
0 I
⎞
⎠x− S25ˆiu
⎤
⎦ = 0, (3.87)
qui, sachant que la matrice Riˆ est de´ﬁnie positive, est respecte´e si, et seulement si, la
condition suivante est a` son tour respecte´e :
(
ST
12ˆi
I
)
Fiˆ
⎛
⎝ P T1ˆi 0P T
2ˆi
0
0 I
⎞
⎠x− S25ˆiu = 0 (3.88)
Or, cette dernie`re relation est, compte tenu de (3.81), pre´cise´ment la contrainte
alge´brique implicite associe´e a` la conﬁguration donne´e, (3.18).
Exemple Dans un premier temps, compte tenu qu’il n’y a pas d’e´le´ment a` cau-
salite´ de´rive´e dans les modes (F,E) et (E,F), la matrice K2 associe´e est vide
et les matrices K1 et K3 sont e´gales a` la matrice identite´. A titre d’exemple,
on donne ces matrices pour le mode (F,F) : K1FF =
(
0 1
)
, K2FF = 0 et
K3FF =
(
0 1
)T
, mode pour lequel, conforme´ment a` (3.27), on a de´ja` calcule´
les matrices ne´cessaires pour l’e´quation dynamique explicite.
3.4.4 L’ensemble des invariants
La condition d’invariance associe´e a` un mode du syste`me repre´sente un ensemble de
contraintes qu’on impose a` l’e´tat continu et aux entre´es du syste`me. De ce fait, on peut
distinguer deux sources de contraintes : les mode`les des interrupteurs et la topologie
du syste`me. Ainsi, pour un mode lj ∈ L, on conside`re :
Inv (lj) = InvSw (lj) ∧ InvT (lj) (3.89)
Dans un premier temps, on commence par expliciter le premier terme de (3.89).
Ainsi, lors de la de´ﬁnition du mode`le switch automata pour les interrupteurs, on a
associe´ une condition d’invariance a` chaque mode du mode`le de l’interrupteur. Donc,
pour un mode quelconque du syste`me, lj ∈ L, la contrainte due aux interrupteurs
est repre´sente´e par la conjonction des conditions d’invariance associe´e aux modes
correspondants de chaque interrupteur :
InvSw (lj) = Inv
1
(
l1j
) ∧ Inv2 (l2j) ∧ . . . ∧ Invnw (lnwj ) , (3.90)
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ou`, par souci de brie`vete´, on a omis les arguments lie´s aux entre´es des mode`les des
interrupteurs. Si on conside`re que toutes les conditions d’invariance sont en forme ca-
nonique, conforme´ment a` la de´ﬁnition 3.41, alors la relation (3.90) peut se de´velopper
par la suite sous la forme :
InvSw (lj) =
nb∧
i=1
⎧⎨
⎩
kij∨
i′=1
[
bi ∈ Bii′
(
lij
) ∧ Causi (lij) ∈ Dii′ (lij)]
⎫⎬
⎭∧
nw∧
i¯=nb+1
[
Caus
i¯
(
li¯j
)
∈ Di¯
(
li¯j
)] (3.91)
Ensuite, par le regroupement convenable des termes de la relation pre´ce´dente et
compte tenu du fait que Tojˆ =
(
Caus
1 (
l1j
)
. . . Caus
nw (
lnwj
) )T
, on obtient :
InvSw (lj) =
k1j∨
i1=1
⎧⎨
⎩. . .
k
nb
j∨
inb=1
[
b ∈ B1i1
(
l1j
)× . . .× Bnbinb (lnbj ) ∧ Tojˆ ∈
D1i1
(
l1j
)× . . .×Dnbinb (lnbj )×Dnb+1 (lnb+1j )× . . .×Dnw (lnwj )
]
. . .
}
=
kj∨
i=1
[
b ∈ Bi (lj) ∧ Tojˆ ∈ Di (lj)
]
, kj =
nb∏
i′=1
ki
′
j
(3.92)
Par la relation (3.92), on est arrive´ a` exprimer la contrainte due aux interrupteurs
associe´e a` un mode lj par rapport au vecteur des entre´es boole´ennes et au vecteur des
variables de puissance associe´es a` la conﬁguration correspondante. Cependant, pour
que cette contrainte soit utilisable dans le contexte automate hybride, il est ne´cessaire
de remplacer la partie exprime´e par rapport a` Tojˆ par des conditions e´quivalentes,
mais exprime´es par rapport au vecteur d’e´tat x et aux entre´es du syste`me. Ainsi,
dans un premier temps, compte tenu du fait qu’on a assume´ l’hypothe`se de fonction-
nement normal, il est important de remarquer que, conforme´ment a` la proposition
3.30, strictement a` l’inte´rieur de l’intervalle d’activite´ du mode lj, Tojˆ est continu
et, donc, τk
ojˆ
≡ 0, ∀tk. Ensuite, en utilisant (3.60a) et (3.82), on de´termine la partie
continue de Tojˆ :
T¯ojˆ = Arjˆx+ Aujˆu+ Apjˆu˙, (3.93)
ou` on a utilise´ la notation Arjˆ = A1jˆK1jˆ . Maintenant, on peut re´crire la relation (3.92)
sous une forme explicite par rapport a` l’e´tat continu et aux entre´es du syste`me :
InvSw (lj) =
kj∨
i=1
[b ∈ Bi (lj) ∧ (x,u, u˙) ∈ D∗i (lj)] (3.94)
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Remarque 3.53 Meˆme si τk
ojˆ
≡ 0 strictement a` l’inte´rieur de l’intervalle d’activite´
de lj, il n’est pas exclu que τ
k
ojˆ
= 0 si tk correspond au moment de l’activation du mode.
Cependant, comme le montre la relation (3.49), τk
ojˆ
de´pend de l’e´tat continu implicite
avant la commutation, donc l’analyse du respect de la part de τk
ojˆ
des contraintes
d’invariance doit se faire avant la commutation, conforme´ment a` la discussion de la
sous-section suivante.
En ce qui concerne les contraintes impose´es par la topologie du syste`me, on a
constate´ qu’a` chaque conﬁguration on associe une contrainte alge´brique implicite.
Conforme´ment a` (3.88), cette contrainte peut s’exprimer par rapport aux vecteurs x
et u, ce qui fait qu’on peut la mettre sous la forme :
InvT (lj) =
[
(x,u, u˙) ∈ K (ljˆ)] (3.95)
Finalement, compte tenu de (3.89), (3.94) et (3.95), la condition d’invariance associe´e
a` un mode lj devient :
Inv (lj) =
kj∨
i=1
[
b ∈ Bi (lj) ∧ (x,u, u˙) ∈ D∗i (lj) ∩ K
(
ljˆ
)]
(3.96)
Remarque 3.54 De fac¸on similaire au mode`le switch automaton, par rapport a` la
re´gion d’invariance associe´e au mode lj, on de´ﬁnit les ensembles B (lj) et D∗ (lj) :
B (lj) = B1 (lj) ∪ . . . ∪ Bkj (lj) (3.97a)
D∗ (lj) = D∗1 (lj) ∪ . . . ∪ D∗kj (lj) , (3.97b)
tels que Inv (lj) ⊆ B (lj) ×
(D∗ (lj) ∩ K (ljˆ)), a` l’exception du fait que la partition
(3.97a) n’est plus forme´e par des ensembles disjoints.
Exemple Pour tous les modes, on obtient la matrice Ar correspondante a` partir des
relations (3.61) – (3.64) :
ArFE =
(
0 1
C
1
L
0
)
ArEF =
( − 1
L
0
0 1
C
)
(3.98a)
ArFF =
(
0 0
0 1
C
)
ArEE =
( − 1
L
0
0 0
)
(3.98b)
Sachant que pour les modes (F,E) et (E,F) il n’y a pas de contrainte alge´brique,
il re´sulte que la re´gion K correspondante occupe tous l’espace R2. En plus, e´tant
donne´ que seulement pour la diode on a une relation d’invariance par rapport a`
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la variable de puissance d’entre´e, l’interrupteur n’introduisant aucune contrainte
a` ce niveau, on obtient pour ces deux modes les relations d’invariance suivantes :
Inv (F,E) = [b = 0 ∧ (p2 ≥ 0, q6 ∈ R)] (3.99a)
Inv (E,F ) = [b = 1 ∧ (p2 ∈ R, q6 ≥ 0)] (3.99b)
En ce qui concerne les modes (F,F) et (E,E), il faut rajouter aussi les contraintes
alge´briques associe´es, ce qui fait qu’on obtient :
Inv (F, F ) = [b = 0 ∧ (p2 = 0, q6 ≥ E · C)] (3.100a)
Inv (E,E) = [b = 1 ∧ (p2 ∈ R, q6 = 0)] (3.100b)
3.4.5 L’ensemble des transitions
L’ensemble des transitions de´signe la dynamique discre`te de l’automate hybride. Il
est donc normal qu’on cherche a` identiﬁer cette dynamique par rapport a` la dyna-
mique discre`te des interrupteurs. De ce fait, compte tenu qu’un e´le´ment de l’ensemble
des transitions, a ∈ A, a la forme suivante : a = (lj, Guardjj′, Σjj′, Jumpjj′, lj′), on
proce`de par la suite a` l’identiﬁcation un par un des e´le´ments le de´ﬁnissant.
Toutefois, avant de se lancer dans la de´termination proprement dite de l’ensemble
des transitions, compte tenu de la ge´ne´ralite´ du mode`le switch automaton pour les
interrupteurs, il est ne´cessaire de faire quelques pre´cisions supple´mentaires par rapport
a` la dynamique de ces dernie`res dans le cadre de la composition avec le reste des
composantes. Ainsi, si pour un interrupteur, dans l’e´tat lij , il existe une transition
de secours a =
(
lij , l
i
j′
)
et que, d’autre part, l’activite´ du syste`me est telle que cet
interrupteur puisse rester dans le meˆme e´tat, l’automate peut e´voluer selon deux
trajectoires : soit en continuant dans le meˆme mode lj soit en commutant dans dans
le mode lj′, pourvu qu’apre`s le changement de mode toutes les contraintes soient
respecte´es. Donc, aﬁn de bien de´ﬁnir cette dynamique discre`te par rapport a` ce qu’on
peut juger comme e´tant un comportement physique du syste`me global, on introduit
une hypothe`se supple´mentaire a` la commutation des interrupteurs.
Hypothe`se 3.55 (Interrupteurs inertiels) Un interrupteur ne franchit une tran-
sition de secours qu’aux instants ou` il ne peut plus faire autrement. C’est-a`-dire qu’a`
chaque instant, s’il existe une trajectoire qui lui permet de rester dans le meˆme e´tat,
il ne franchit pas de transition de secours.
Cette hypothe`se qui est utilise´e dans la composition peut eˆtre interpre´te´ comme le
fait qu’ a` chaque instant l’e´tat d’un switch automaton est susceptible d’e´voluer selon
trois types de transitions : une transition discre`te synchronise´e, une transition continue
et une transition discre`te de secours et qu’il existe une relation de priorite´ entre ces
trois types de transition, les transitions de secours e´tant les moins prioritaires.
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Hypothe`se 3.56 (Priorite´ a` la transition) Lorsque plusieurs transitions de se-
cours peuvent eˆtre franchies, le switch automaton privile´gie celles qui ne modiﬁent
pas sa causalite´.
Le premier pas a` eﬀectuer dans l’identiﬁcation de l’ensemble des transitions est de
savoir si entre deux modes quelconques, lj , lj′ ∈ L, ou` lj est le possible mode source et
lj′ est le possible mode cible, il existe la possibilite´ d’avoir une transition. Ainsi, si on
conside`re que lj =
(
l1j , . . . , l
nw
j
)
et lj′ =
(
l1j′, . . . , l
nw
j′
)
, alors on peut dire qu’il existe la
possibilite´ d’avoir une transition de lj a` lj′ si dans le mode`le de tout automate Swi tel
que lij = lij′ il existe une transition qui a comme mode source lij et comme mode cible
lij′. De plus, pour la suite, on de´ﬁnit les ensembles d’indices Jc tel que ∀i ∈ Jc, ∃ai =(
lij, l
i
j′
) ∈ Aic avec Bi = ∅ (donc une transition commande´e peut eˆtre disponible), Ja
tel que ∀i ∈ Jc, ∃ai =
(
lij , l
i
j′
) ∈ Aic avec B = ∅ (donc uniquement une transition
autonome peut eˆtre disponible), Js tel que ∀i ∈ Js, ∃ai =
(
lij, Guard
i
jj′, σ
i, lij′
) ∈ Ais
et J = Jc ∪ Ja ∪ Js.
Une fois prise la de´cision qu’il est possible d’avoir une transition entre le mode lj
et le mode lj′, elle devient vraiment faisable et, donc, peut eˆtre incluse dans l’ensemble
des transitions du syste`me, si on peut y associer une condition de garde compatible
avec les mode`les d’interrupteurs du syste`me et qui n’est pas toujours fausse. En plus,
en paralle`le avec la de´termination de la condition de garde, on cherche a` de´terminer
aussi les autres attributs de la transition. Pour montrer la faisabilite´ de la transition,
on commence par discuter quelles sont les causes qui peuvent pousser le syste`me a`
quitter le mode lj ou, autrement dit, quelles sont les causes qui peuvent faire qu’un
ou plusieurs interrupteurs change de mode. Toutefois, avant tout, il est important de
constater que par l’hypothe`se de fonctionnement normal, conforme´ment au re´sultat
de la proposition 3.30, le vecteur Tojˆ est continu entre deux commutations. Ainsi, a`
ce point de la discussion, d’un point de vue causal, on peut identiﬁer deux situations
distinctes : la premie`re repre´sente le cas ou` Caus (lj) = Caus (lj′) et la seconde
repre´sente le cas ou` Caus (lj) = Caus (lj′).
3.4.5.1 Transition entre deux modes a` meˆme causalite´
Si on se trouve dans la situation ou` les causalite´s sont e´gales, donc j, j′ ∈ Ijˆ , alors,
compte tenu du fait que le moment t ou` il y aurait une e´ventuelle transition entre
le mode lj et le mode lj′ se trouve forcement entre deux commutations, alors on a
Tojˆ continu a` t. Si en plus, on tient compte aussi de l’hypothe`se sur les interrupteurs
inertiels, alors il re´sulte que, pour avoir une transition de lj a` lj′ au moment t, les
conditions suivantes doivent eˆtre respecte´es :
1. pour chaque interrupteur Swi, ∀i ∈ Js, une transition synchronise´e est dispo-
nible, ai =
(
lij, Guard
i
jj′, σ
i, lij′
)
;
2. pour chaque interrupteur Swi, ∀i ∈ Jc ∪ Ja, il est impe´ratif de quitter le mode
courant lij , lorsque l’e´volution de Caus
i (
lij
)
, sous l’action de la dynamique
Actjˆ , est telle que celle-ci se trouve sur la frontie`re,
(
bi (t) , Caus
i (
lij
)
(t)
)
∈
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Fronti
(
lij
)
, et il existe une dure´e Δt > 0 tel que
(
bi (t + ε) , Caus
i (
lij
)
(t + ε)
)
/∈
Invi
(
lij
)
, ∀ε ∈ (0,Δt) ;
3. pour chaque interrupteur Swi, ∀i ∈ Jc, il est impe´ratif de quitter le mode cou-
rant lij, lorsque l’e´volution de b
i est telle que, si la trajectoire de l’automate
continuerait en gardant le mode lij actif, alors
(
bi (t) , Caus
i (
lij
)
(t)
)
∈ Inci (lij)
et, donc,
(
bi (t) , Caus
i (
lij
)
(t)
)
/∈ Invi (lij).
Ces conditions, quand un interrupteur peut ou doit changer le mode, sont appele´es
par la suite les conditions limites par rapport au mode donne´. Dans un premier temps,
on peut exprimer la contribution de chacune de ces conditions a` la condition de garde
Guardjj′, pour un interrupteur Swi, ∀i ∈ J donne´, par rapport aux entre´es locales
de chaque mode`le switch automata associe´. En ce qui concerne la premie`re condition,
cette contribution est repre´sente´e simplement par l’expression :
Guardijj′ =
[
Caus
i (
lij
) ∈ Gi (lij , lij′)] , ∀i ∈ Js (3.101)
Pour les interrupteurs Swi tels que i ∈ Jc, les automates peuvent changer de mode
selon les conditions limites 2 et 3. Donc, a` partir de (3.73) et (3.75), on trouve :
Guardijj′ = Front
i
(
lij
) ∨ Inci (lij)
=
ki∨
i′=1
[
bi ∈ Bii′
(
lij
) ∧ Causi (lij) ∈ Fr (Dii′ (lij)) ∪ Di (lij) \Dii′ (lij)]
∨
[
bi ∈ Bi\Bi (lij) ∧ Causi (lij) ∈ D (lij)] , ∀i ∈ Jc
(3.102)
Enﬁn, pour les interrupteurs Swi tels que i ∈ Ja, les automates peuvent changer de
mode uniquement par le respect de la deuxie`me condition limite. Donc, a` partir de
(3.74), on trouve pour la contribution a` la condition de garde :
Guardijj′ =
[
Caus
i (
lij
) ∈ Fr (Di (lij))] , ∀i ∈ Ja (3.103)
Remarque 3.57 Pour les interrupteurs qui peuvent changer de mode selon la condi-
tion limite 2, on ne spe´ciﬁe pas de condition explicite en ce qui concerne la sortie
imminente du mode lij, parce que cette condition supple´mentaire est prise en compte
implicitement par l’hypothe`se sur les interrupteurs inertiels.
Maintenant, compte tenu du fait que Caus
i (
lij
)
= eTi Tojˆ , ou` e
T
i est le vecteur
de la base canonique tel que eTi (i) = 1, et de la relation (3.95), on peut expliciter,
toutefois sans de´tailler cela ici, chacune des relations (3.101)–(3.103) par rapport a`
l’e´tat continu et aux entre´es. Ainsi, avec les Guardijj′ explicite´s dans l’espace (x,u, u˙),
on de´termine la condition de garde de la transition de lj a` lj′ par :
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Guardjj′ =
∧
i∈J
Guardijj′ (3.104)
Dans ce contexte, on peut aﬃrmer a` la suite de l’e´valuation de la relation (3.104)
qu’il existe une transition de lj a` lj′ uniquement si, d’un point de vue ensemble,
Guardjj′ ∩ Inv (lj) = ∅. En ce qui concerne les autres attributs de la transition,
l’ensemble des e´ve´nements conditionnant la transition est donne´ par :
Σjj′ =
⋃
i∈Js
{
σi
}
(3.105)
tandis que pour retrouver la fonction de saut on emploie toujours le re´sultat de la
proposition 3.30. De ce fait, l’e´tat continu implicite est continu entre deux instants de
commutation et, donc, compte tenu de (3.81), l’e´tat continu global, x, est continu a`
son tour dans cet intervalle, ce qui fait que :
Jumpjj′ = I (3.106)
3.4.5.2 Transition entre deux modes a` causalite´ diﬀe´rente
Quand il s’agit de trouver les attributs de la transition de lj a` lj′ lorsque cela implique
e´galement un changement de causalite´, il faut prendre en compte le fait qu’au mo-
ment t de la commutation, le vecteur Tojˆ′ peut eˆtre discontinu et meˆme impulsionnel.
Tout comme dans le premier cas, le vecteur Tojˆ est continu avant la commutation
dans un intervalle de temps de largeur non-nulle et, donc, a` l’origine de la transi-
tion se trouve toujours le fait que certains interrupteurs ont atteint leurs conditions
limites. Cependant, cette fois, pour avoir un changement de causalite´, il faut que,
au moins pour une partie de ces interrupteurs ayant atteint leurs conditions limites,
une commutation soit disponible et, par la suite, on appelle ces interrupteurs des
interrupteurs de´clencheurs. Ainsi, compte tenu du comportement discontinu et im-
pulsionnel de Tojˆ′ au moment t de la commutation, d’autres interrupteurs peuvent
changer de mode par des transitions autonomes, meˆme s’ils ne satisfaisaient pas
la deuxie`me condition limite, puisqu’une continuation dans le meˆme mode ne se-
rait pas cohe´rente avec la condition d’invariance associe´e. Avant de de´terminer com-
ment on peut associer une condition de garde a` une telle transition, on introduit
les notations supple´mentaires suivantes : J¯ est l’ensemble d’indices correspondant
aux interrupteurs qui changent de causalite´ lors du franchissement de la transition,
J¯ = {i ∈ J ∣∣Causi (lij) = Causi (lij′)}, BiF (lij) est l’ensemble d’entre´es boole´ennes
de l’interrupteur Swi pour lesquelles la condition de frontie`re de l
i
j n’est pas toujours
fausse, BiF
(
lij
)
=
⋃
i′∈J i
Bii′
(
lij
)
, ou` J i = {i′ ∣∣Fr (Dii′ (lij)) = ∅}, et l’ensemble d’indices
J Fc ⊆ Jc qui correspond aux interrupteurs qui ont des entre´es boole´ennes et une
frontie`re non-vide, J Fc =
{
i ∈ Jc
∣∣BiF (lij) = ∅}.
Un trait distinctif d’une transition qui comporte un changement de causalite´ par
rapport a` une transition qui ne comporte pas un tel changement est que le vecteur des
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variables de puissance d’entre´e (par rapport aux mode`les switch automata) change
de composition. De ce fait, on peut s’attendre a` ce que la condition de garde soit
de´termine´e a` la fois par rapport aux conditions limites lie´es au mode lj , ce qu’on
appelle par la suite la condition de garde en amont,
−−−−→
Guardjj′, et par rapport aux
conditions de cohe´rence de la partie impulsionnelle de Tojˆ′, ce qu’on appelle par la
suite la condition de garde en aval,
←−−−−
Guardjj′. Ainsi, la condition de garde de lj a` lj′
est obtenue par la conjonction des conditions en amont et en aval.
Remarque 3.58 En ce qui concerne l’e´volution de la partie non-impulsionnelle du
vecteur Tojˆ′, tout comme dans le cas d’une transition sans changement de causalite´,
on n’introduit aucune condition supple´mentaire lie´e a` la cohe´rence de celle-ci avec
Inv (lj′), puisque cette e´tape de validation est re´solue au niveau de la se´mantique de
l’automate hybride.
Pour de´terminer la condition de garde en amont de la transition de lj a` lj′, il
faut, dans un premier temps, identiﬁer les interrupteurs qui peuvent changer de mode
uniquement par le franchissement des conditions limites ou, autrement dit, ceux pour
lesquels il n’y a pas de transition autonome disponible. Ainsi, dans ce cas se trouvent
les interrupteurs qui changent de mode par une transition synchronise´e, donc tous
ceux pour lesquels i ∈ Js, leurs contributions a` la condition de garde de la transition
de lj a` lj′ e´tant donne´e toujours par la relation (3.101), et les interrupteurs pour
lesquels BiF
(
lij
) ≡ ∅, ∀i ∈ Jc, dont la contribution a` la condition de garde est donne´e
par la relation :
Guardijj′ = Inc
i
(
lij
)
, ∀i ∈ Jc\J Fc , (3.107)
ce qui est e´quivalent a` la relation (3.102) pour Fronti
(
lij
) ≡ false.
Maintenant, par rapport a` l’ensemble des interrupteurs qui changent de mode
uniquement par le franchissement des conditions limites, on a deux cas de ﬁgure : le
premier ou` il existe au moins un interrupteur de´clencheur, J¯ ∩ (Js ∪ (Jc\J Fc )) = ∅,
et le deuxie`me qui repre´sente la situation contraire, ou` il n’y en a aucun qui change de
causalite´, J¯ ∩(Js ∪ (Jc\J Fc )) = ∅. Dans la premie`re situation, pour les interrupteurs
Swi, ∀i ∈ Ja, compte tenu du fait que leurs changements de mode peuvent se faire
sans passer par la deuxie`me condition limite, il n’y a pas de contribution explicite
a` la condition de garde. En ce qui concerne les interrupteurs Swi, ∀i ∈ J Fc , ceux-ci
peuvent changer de mode soit de fac¸on autonome, si la frontie`re est disponible, soit de
fac¸on commande´e, si la troisie`me condition limite est respecte´e. Ainsi, la contribution
de l’interrupteur Swi, ∀i ∈ J Fc , est donne´e par :
Guardijj′ =
[
bi ∈ BiF
] ∨ Inci (lij) (3.108)
Finalement, en utilisant (3.101), (3.107) et (3.108), la condition de garde en amont
de la transition de lj a` lj′ est donne´e par :
−−−−→
Guardjj′ =
∧
i∈Js∪Jc
Guardijj′, (3.109)
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qui peut, a` son tour, s’expliciter en fonction de l’e´tat continu et des entre´es du
syste`me. Dans la deuxie`me situation, il faut qu’au moins un interrupteur Swi, ∀i ∈
J¯ ∩ (Jc ∪ Ja), devienne un interrupteur de´clencheur pour la transition de lj a` lj′,
c’est-a`-dire qu’il doit franchir la condition limite correspondante donne´e par une des
relations (3.102) et (3.103). Pour les autres interrupteurs, leurs contributions a` la
condition de garde de la transition restent les meˆmes, et donc, pour cette dernie`re,
tenant compte aussi de (3.101), (3.107) et (3.108), on trouve l’expression suivante :
−−−−→
Guardjj′ =
⎧⎨
⎩
∨
i∈J¯∩J Fc
⎧⎨
⎩[Inci (lij) ∨ Fronti (lij)] ∧
∧
i¯∈J Fc \{i}
Guardi¯jj′
⎫⎬
⎭∨
∨
i′∈J¯∩Ja
⎡
⎣Fronti′ (li′j ) ∧ ∧
i¯′∈J Fc
Guardi¯
′
jj′
⎤
⎦
⎫⎬
⎭∧∧
i′′∈Js∪(Jc\J Fc )
Guardi
′′
jj′,
(3.110)
qu’on peut toujours expliciter par rapport a` l’e´tat continu et aux entre´es du syste`me.
Exemple Compte tenu du fait que l’interrupteur ide´al n’a pas de frontie`re et que
toute transition implique aussi une commutation, on obtient que pour les tran-
sitions qui implique la commutation de l’interrupteur ide´al la condition de garde
en amont est donne´e par la condition limite de celui-ci. Par exemple, pour passer
de (F,E) a` (E,F) ou (E,E) on trouve que :
−−−−→
GuardFE,EF =
−−−−→
GuardFE,EE = [b = 1] (3.111)
En ce qui concerne les transitions qui n’impliquent pas la commutation de l’in-
terrupteur ide´al, celles-ci doivent se faire par le franchissement de la frontie`re
associe´e au mode correspondant de la diode. Par exemple, pour passer de (F,E)
a` (F,F) on trouve la condition suivante :
−−−−→
GuardFE,FF =
[
p−2 = 0
]
(3.112)
Pour conclure cette partie lie´e a` la de´termination de la condition de garde en
amont de la transition de lj a` lj′, il est inte´ressant de solutionner dans cette phase
de mode´lisation un cas particulier ou`, meˆme si la condition limite est franchie, un
interrupteur ne peut pas eˆtre de´clencheur pour une transition. Plus pre´cise´ment, il
s’agit du cas ou`, pour un interrupteur Swi, on aurait :
D∗ (lj) ⊆ Ker
(
eTi
(
Arjˆ Aujˆ Apjˆ
))
(3.113)
Donc, cela conduit a` Caus
i (
lij
) ≡ 0 pendant la pe´riode d’activite´ du mode lj. Si, en
plus, ∃bi ∈ BiF
(
lij
)
tel que (bi, 0) ∈ Fronti (lij) , ∀i ∈ J Fc ou 0 ∈ Fr (Di) , ∀i ∈ Ja,
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alors la frontie`re serait respecte´e ∀ (x,u, u˙) ∈ D∗ (lij). Cependant, cela ne fait pas
que la deuxie`me condition limite soit franchie, puisque l’activite´ associe´e au mode ne
« pousse » pas la trajectoire en dehors de l’invariant a` travers cette frontie`re. Donc,
il est justiﬁe´ de conside´rer que l’interrupteur Swi ne peut pas eˆtre un interrupteur
de´clencheur par la deuxie`me condition limite et que sa contribution a` la relation
(3.110) soit e´limine´e. Ne´anmoins, ceci n’empeˆche pas l’interrupteur d’eˆtre « entraˆıne´ »
dans la transition par d’autres interrupteurs de´clencheurs.
Exemple On trouve qu’une transition entre le mode (E,E) et le mode (E,F) ne peut
pas avoir lieu, parce que, compte tenu de (3.64) f¯4 ≡ 0 et le fait d’avoir franchi
la frontie`re n’est pas suﬃsant dans ce cas.
Pour de´terminer la condition de garde en aval de la transition de lj a` lj′, il faut
expliciter en quelles conditions la partie impulsionnelle de Tojˆ′, dont le poids est
donne´ par τojˆ′ (par simplicite´ et pour e´viter tout malentendu, on a renonce´ a` l’in-
dice supe´rieur), respecte la condition d’invariance du mode lj′. A ce point, pour un
interrupteur Swi, ∀i ∈ {1, . . . , nw}, on peut expliciter la contrainte sur la composante
impulsionnelle de Caus
i (
lij′
)
, Impi
(
lij′
)
, a` partir de la forme canonique de l’e´criture
de l’invariant. Ainsi, si Bi = ∅, alors on trouve :
Impi
(
lij′
)
=
ki
j′∨
i′=1
[
bi ∈ Bii′
(
lij′
) ∧ eTi τojˆ′ ∈ P ii′ (lij′)] , (3.114)
ou` les ensembles P ii′
(
lij′
)
, sont de´ﬁnis tels que :
P ii′
(
lij′
)
=
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
R+, si Dii′
(
lij′
) ⊇ R+
R−, si Dii′
(
lij′
) ⊇ R−
R, si Dii′
(
lij′
)
= R
{0} , autrement
, (3.115)
tandis que pour Bi = ∅, on trouve :
Impi
(
lij′
)
=
[
eTi τojˆ′ ∈ P i
(
lij′
)]
, (3.116)
ou` P i (lij′) est de´ﬁni par rapport a` Di (lij′) d’une fac¸on similaire a` l’e´quation (3.115).
Donc, la condition de garde en aval de la transition de lj a` lj′ devient :
←−−−−
Guardjj′ = Imp
1
(
l1j′
) ∧ Imp2 (l2j′) ∧ . . . ∧ Impnw (lnwj′ ) , (3.117)
d’ou`, par un proce´de´ de calcul similaire a` l’obtention de (3.92) a` partir de (3.90), on
obtient :
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←−−−−
Guardjj′ =
k1
j′∨
i1=1
⎧⎪⎨
⎪⎩. . .
k
nb
j′∨
inb=1
[
b ∈ B1i1
(
l1j′
)× . . .× Bnbinb (lnbj′ ) ∧ τojˆ′ ∈
P1i1
(
l1j′
)× . . .×Pnbinb (lnbj′ )× Pnb+1 (lnb+1j′ )× . . .× Pnw (lnwj′ )
]
. . .
}
=
kj′∨
i=1
[
b ∈ Bi (lj′) ∧ τojˆ′ ∈ Pi (lj′)
]
, kj′ =
nb∏
i′=1
ki
′
j′
(3.118)
Ensuite, en utilisant les e´quations (3.49) et (3.81), on peut de´terminer le poids de la
partie impulsionnelle de Tojˆ′ par rapport a` l’e´tat continu avant la commutation et aux
entre´es continues :
τojˆ′ = Grjˆ′x
− +Gujˆ′u, (3.119)
ou`
Grjˆ′ = −ST24jˆ′Rjˆ′
(
ST
12jˆ′ I
)
Fjˆ′
⎛
⎝ P
T
1jˆ′ 0
P T
2jˆ′ 0
0 I
⎞
⎠ (3.120a)
Gujˆ′ = Apjˆ′ = S
T
24jˆ′Rjˆ′S25jˆ′ (3.120b)
En conse´quence, on peut re´crire la relation (3.118) sous une forme explicite par rapport
a` l’e´tat continu et aux entre´es du syste`me :
←−−−−
Guardjj′ =
kj′∨
i=1
[
b ∈ Bi (lj′) ∧
(
x−,u, u˙
) ∈ P∗i (lj′)] (3.121)
Dans ce contexte, on conclut qu’il existe une transition de lj a` lj′ si la condition de
garde qu’on y a associe´e, Guardjj′ =
−−−−→
Guardjj′∧←−−−−Guardjj′, a une intersection non-vide
avec l’invariant du mode source, Inv (lj).
Exemple Pour les transitions qui ont comme cible un mode qui n’a pas d’e´le´ment
de stockage a` causalite´ de´rive´e, c’est-a`-dire (F,E) et (E,F), il n’y a pas de partie
impulsionnelle du vecteur To. Donc, la condition en aval dans ce cas est toujours
vraie. Pour les transitions qui ont comme cible les modes (F,F) et (E,E), compte
tenu aussi de (3.52) et de (3.53) et du fait que pour une diode P (E) = P (F ) =
R+, on trouve les conditions suivantes :
←−−−−
Guard∗,FF =
[
p−2 ≤ 0
]
(3.122a)
←−−−−
Guard∗,EE =
[
q−6 ≤ 0
]
(3.122b)
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En ce qui concerne les autres attributs de la transition, pour l’ensemble d’e´ve´-
nements Σjj′, on trouve la meˆme expression (3.105), tandis que pour la fonction de
saut, on utilise la transformation (3.81) et les notations (3.85), pour obtenir a` partir
de (3.34) la relation suivante :
Jumpjj′ = K3jˆ′K1jˆ′x
− + K2jˆ′u (3.123)
Exemple En utilisant les valeurs des matrices K1, K2 et K3, on trouve que pour les
transitions qui ont comme modes cibles (F,E) et (E,F), l’e´tat x est continu :
x+ = x−. Pour les transitions qui ont comme mode cible les autres deux modes,
on trouve que :
Jump∗,FF =
(
0 0
0 1
)
(3.124a)
Jump∗,EE =
(
1 0
0 0
)
(3.124b)
En conclusion de cette sous-section, on peut remarquer que, meˆme si l’hypothe`se
sur la priorite´ a` la transition ne joue aucun roˆle direct dans la de´termination de
l’ensemble de transitions, celle-ci, e´galement avec l’hypothe`se sur les interrupteurs
inertiels, s’ajoute a` l’ensemble de contraintes respecte´es par la se´mantique de l’auto-
mate hybride. Ceci permet de restreindre l’ensemble des transitions qui peuvent eˆtre
eﬀectivement franchies a` un instant t donne´ par rapport a` une interpre´tation classique
de la se´mantique. Ainsi, sans entrer dans une analyse exhaustive de l’implication de la
prise en compte des deux hypothe`ses supple´mentaires au niveau se´mantique, on donne
a` titre d’exemple un cas particulier, ou` une relation d’ordre pre´cise existe entre deux
modes cibles possibles : soit lj le mode source et lj′ et, respectivement, lj′′ les modes
cibles tels qu’on a les ensembles d’indices J ′ et, respectivement, J ′′ associe´s aux inter-
rupteurs qui changent de mode entre le mode source et les modes cibles, avec J ′ ⊂ J ′′.
De ce fait, si on se trouve dans la situation ou` on a Caus (lj) = Caus (lj′) = Caus (lj′′),
alors on trouve que Guardjj′ ⊇ Guardjj′′ et, par conse´quence, quand Guardjj′′ = true,
on a les deux transitions possibles. Toutefois, compte tenu du fait que tous les in-
terrupteurs du J ′′ ont atteint leurs conditions limites, le mode le plus probable a`
devenir la cible est le mode lj′′. Le contraire pourrait se produire uniquement si les
conditions suivantes e´taient valides : l’invariant du mode lj′ est satisfait et il y a
une continuation a` dure´e non-nulle dans ce mode (interrupteurs inertiels), J ′s = J ′′s
(priorite´ a` la commutation) et il n’y a pas un troisie`me mode, lj′′′ , avec J ′′′ ⊂ J ′ et
Caus (lj) = Caus (lj′′′), qui respecte les deux conditions pre´ce´dentes (interrupteurs
inertiels). Si la situation est telle que Caus (lj) = Caus (lj′) = Caus (lj′′), alors on
trouve uniquement
−−−−→
Guardjj′ ⊇ −−−−→Guardjj′′, ce qui fait qu’on peut avoir un proble`me
de choix du mode cible seulement si, en plus,
←−−−−
Guardjj′ ∩←−−−−Guardjj′′ = ∅. Dans ce cas,
sachant que Caus (lj′) = Caus (lj′′), le mode cible le plus probable, conforme´ment a`
l’hypothe`se sur la priorite´ a` la transition, est lj′, puisque J¯ ′ ⊂ J¯ ′′.
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EF
FE
EEFF
[b = 1∧
(p2 ∈ R, q6 ≥ 0)]
[b = 0∧
(p2 ≥ 0, q6 ∈ R)]
[b = 0∧
(p2 = 0, q6 ≥ E · C)]
[b = 1∧
(p2 ∈ R, q6 = 0)]
[b = 0] [b = 1]
h
b = 1 ∧ q−6 ≤ 0
i
q+6 := 0
[b = 0]
h
b = 0 ∧ p−2 ≤ 0
i
p+2 := 0
[b = 1]
h
b = 1 ∧ q−6 ≤ 0
i
q+6 := 0
h
b = 0 ∧ p−2 ≤ 0
i
p+2 := 0
h
q−6 = 0
i
h
p−2 = 0
i
h
q−6 = E · C
i
Fig. 3.15 – Mode`le automate hybride du convertisseur « boost »
Remarque 3.59 En ce qui concerne l’unicite´ de la trajectoire du mode`le automate
hybride obtenu, celle-ci n’est pas a priori garantie et le seul re´sultat utilisable pour
donner une re´ponse a` cette question est dans les cas ou` un mode`le LCP (linear com-
plementary problem) est disponible.
Exemple En mettant ensemble les informations de´termine´es pour le convertisseur
« boost », on trouve l’automate hybride de la ﬁgure 3.15, ou`, par un souci de
brie`vete´, les fonctions de saut apparaissent de fac¸on explicite uniquement sur
les transitions ou` la continuite´ de l’e´tat n’est pas triviale.
3.4.6 Autres hypothe`ses de travail
Lors de la de´termination des attributs de l’automate hybride, on a suppose´ l’hypothe`se
de fonctionnement normal, ce qui a eu comme principale conse´quence la continuite´
entre deux commutations du vecteur des variables de puissance d’entre´e (dans le sens
de switch automata) associe´es aux interrupteurs. A partir de ce point, on a pu formuler
la condition d’invariance associe´e a` chaque mode et les conditions limites associe´es a`
chaque interrupteur, ce qui a mene´ ﬁnalement a` la de´termination des conditions de
garde. Par la suite, on se propose donc de discuter, cependant sans un de´veloppement
de la meˆme envergure, les implications de la relaxation et du renforcement de la dite
hypothe`se.
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Soit, dans un premier temps, une relaxation de l’hypothe`se de de´part dans le
sens de prendre en compte des sources discontinues. Alors, ceci implique, dans le
cas ge´ne´ral et pour un mode lj quelconque, des discontinuite´s au niveau du vecteur
d’e´tat continu, x, et des impulsions au niveau du vecteur des variables de puissances
d’entre´e, Tojˆ , meˆme entre deux instants de commutation. Dans ces conditions, pour
garantir que les trajectoires des switch automata sont admissibles, il faut rajouter, au
niveau de la condition d’invariance associe´e a` un mode donne´, la condition (3.121) qui
doit ainsi eˆtre valide tout au long de l’intervalle d’activite´ du mode et non seulement
a` son initialisation. En plus, e´tant donne´ que le vecteur u peut eˆtre discontinu, cela
peut produire des discontinuite´s au niveau de Tojˆ , ce qui fait que des transitions
autonomes peuvent eˆtre franchies sans passer par les conditions limites formule´es
ante´rieurement et sans une commutation d’un (autre) interrupteur de´clencheur. Dans
ce cas il est alors ne´cessaire d’expliciter les e´ventuelles discontinuite´s apparaissant
suite a` cet e´ve´nement. Finalement, le fait de permettre au vecteur u d’avoir une
composante impulsionnelle joue uniquement au niveau de l’expression de la partie
impulsionnelle de Tojˆ sans avoir d’inﬂuence sur une e´ventuelle discontinuite´ de ceci,
puisque la partie impulsionnelle de u se trouve dans le Ker
(
S25jˆ
)
, ∀jˆ.
En ce qui concerne un renforcement de l’hypothe`se de de´part, le fait de rajouter
l’hypothe`se de topologie normale permet de re´duire la dimension de l’espace dans le-
quel on de´ﬁnit les conditions d’invariance et les conditions de garde, puisque, pour
un mode lj quelconque, Apjˆ ≡ 0. En plus, les fonctions de saut et les conditions de
garde en aval sont inde´pendantes de la valeur du vecteur u. Si on suppose aussi l’hy-
pothe`se DC-DC, alors les conditions d’invariance et de garde de´pendent uniquement
de la variable d’e´tat, le vecteur u repre´sentant un parame`tre du syste`me. Dans ces
conditions, le mode`le automate hybride obtenu pour les circuits de type DC-DC est
plus proche de la de´ﬁnition donne´e par (Alur et al., 1995) pour des syste`mes hybrides
autonomes, conforme´ment a` (Buisson et al., 2004). Par ailleurs, si l’hypothe`se DC-DC
est faite, on peut calculer la diﬀe´rentielle de la partie non-impulsionnelle du vecteur
des variables de puissance d’entre´e associe´es aux interrupteurs qui de´pend, donc, uni-
quement de l’e´tat continu et du parame`tre u. Pour ce faire, on utilise comme point
de de´part l’e´quation (3.93) et, compte tenu aussi de (3.86) et du fait que pour une
topologie normale K2jˆ ≡ 0, on obtient :
˙¯Tojˆ = A1jˆ
(
AjˆK1jˆx+ Ejˆu
)
(3.125)
Ainsi, on est maintenant capable d’expliciter dans l’espace d’e´tat continu quelle re´gion
de la frontie`re d’un invariant constitue vraiment une condition limite, c’est-a`-dire une
re´gion ou` l’activite´ du mode « pousse » l’e´tat vers l’exte´rieur de la re´gion d’inva-
riance. En plus, on peut inte´grer le calcul de cette de´rive´e lors de l’explicitation de
la se´mantique de l’automate, aﬁn d’e´viter les comportements de type singleton, lors
de l’initialisation du vecteur d’e´tat continu sur une frontie`re de la re´gion d’invariance
d’un possible mode cible d’une transition.
Finalement, pour les syste`mes a` topologie normale, il est inte´ressant de discu-
ter du cas ou` le vecteur u serait constant par morceaux. Ainsi, si les interrupteurs du
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syste`me sont du meˆme type que les interrupteurs usuels de l’e´lectronique de puissance
pre´sente´s ﬁgures 3.9, 3.13 et 3.14, alors les domaines Dii′
(
lij
)
sont repre´sente´s par des
ine´galite´s a` ze´ro. Par conse´quent, les domaines D∗i (lj) et les domaines associe´es aux
conditions de garde en amont sont, dans l’espace d’e´tat, des polye`dres parame´tre´s
par le vecteur u, tandis que les domaines P∗i (lj) sont des coˆnes, puisque la partie
impulsionnelle de Tojˆ est inde´pendante de u. Si on se re´fe`re a` la repre´sentation duale
des polye`dres (Chernikova, 1965; Wilde, 1994), pour un domaine D∗i (lj) quelconque,
alors le changement du parame`tre u conduit uniquement au changement des sommets
du polye`dre, les rayons et les droites restant les meˆmes : le polye`dre « gonﬂe » ou
se re´tre´cit en gardant sa forme. Alors, compte tenu du fait que le vecteur d’e´tat est
continu entre deux instants de commutation, on peut de´ﬁnir une nouvelle condition
limite pour un interrupteur Swi, en fonction de la distance jusqu’a` la frontie`re cor-
respondante de l’invariant dans l’espace d’e´tat, par rapport a` une variation Δu qui
conduirait au franchissement d’une transition autonome.
3.5 Conclusion
Le but de ce chapitre a e´te´ de montrer comment on peut obtenir un mode`le de type
automate hybride pour les syste`mes physiques line´aires avec des interrupteurs, ou` une
attention particulie`re a e´te´ porte´e au domaine de l’e´lectronique de puissance. On a
utilise´ comme point de de´part la repre´sentation bond graph commute´ d’un tel syste`me
et a` partir de la mise en e´quation associe´e a` une conﬁguration dite de re´fe´rence, on
a pu de´duire l’ensemble de toutes les conﬁgurations valides. Pour chacune de ces
conﬁgurations, on de´duit une e´quation dynamique implicite, a` laquelle on associe un
vecteur d’e´tat implicite, et une e´quation dynamique explicite, a` laquelle on associe un
vecteur d’e´tat explicite. En introduisant une hypothe`se sur le vecteur d’entre´e de puis-
sance, qui ne peut eˆtre qu’au maximum impulsionnel, on arrive a` expliciter e´galement
l’expression des discontinuite´s des vecteurs d’e´tat implicite et explicite et l’expression
du vecteur des variables de puissance impose´es aux interrupteurs (par la structure de
jonction) par rapport aux vecteurs d’e´tat (implicite et explicite) et au vecteur d’entre´e
de puissance, avec ses composantes impulsionnelle et non-impulsionnelle. Pour enri-
chir le mode`le bond graph de l’interrupteur, on a de´ﬁni un nouveau formalisme, switch
automata, dont la principale caracte´ristique est l’utilisation de deux types de transi-
tions : synchronise´e et de secours. Dans le cadre de ce formalisme, on a introduit les
mode`les des interrupteurs basiques de l’e´lectronique de puissance et on a de´duit, par
rapport aux derniers, les mode`les des interrupteurs e´quivalents obtenus par la mise
en anti-paralle`le et en se´rie de deux interrupteurs basiques. Finalement, l’automate
hybride a e´te´ obtenu par identiﬁcation de chaque attribut pour le cas ou` on a suppose´
l’hypothe`se de fonctionnement normal pour le vecteur des entre´es de puissance et les
hypothe`ses d’interrupteurs inertiels et de priorite´ a` la transition en ce qui concerne la
dynamique des switch automata, ou` les principaux points concernent l’identiﬁcation
de l’e´tat hybride, de l’ensemble invariant et de l’ensemble des transitions. L’e´tat dis-
cret du syste`me a e´te´ identiﬁe´ avec le mode du syste`me, obtenu par l’association de
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tous les modes de chaque interrupteur, sauf les associations qui correspondent a` des
conﬁgurations interdites, tandis que l’e´tat continu a e´te´ identiﬁe´ avec l’e´tat implicite
dans la conﬁguration de re´fe´rence. Pour de´terminer l’ensemble des conditions d’inva-
riance, on a utilise´ la continuite´ entre deux commutations du vecteur des variables
de puissance d’entre´e dans le champ interrupteur et, en meˆme temps, les conditions
d’invariance associe´es a` chaque mode de chaque interrupteur correspondant au mode
donne´ du syste`me global. En ce qui concerne l’ensemble des transitions, l’utilisation
des hypothe`ses a permis de formuler des conditions limites par rapport a` la transi-
tion de certains interrupteurs et, a` partir de ces conditions limites, on a pu identiﬁer
les conditions de garde associe´es aux transitions dans le cas ou` il n’y aurait pas de
changement de causalite´ lors de la transition et, e´galement, dans le cas ou` un tel
changement se produit.
Dans le cas ge´ne´ral, le mode`le automate hybride obtenu pour un syste`me physique
line´aire avec des interrupteurs a une complexite´ e´leve´e, qui est due principalement a`
la combinatoire introduite par les interrupteurs. Ainsi, la dimension de l’ensemble
des conﬁgurations est usuellement proche de la limite supe´rieure, card (C) ≤ 2nw ,
puisque le nombre de conﬁgurations interdites est ge´ne´ralement re´duit et, donc, la
dimension de l’ensemble des modes est aussi proche de la limite supe´rieure card (L) ≤
nw∏
i=1
card (Lj). Dans le meˆme sens, la dimension de l’ensembles des transitions est proche
de la limite supe´rieure, card (A) ≤ card (L) · (card (L)− 1), puisqu’en jouant sur les
conditions limites de tous les interrupteurs on peut passer, a priori, de n’importe
quel mode vers n’importe quel autre mode. Ainsi, dans un but de simulation du
syste`me, on peut se formuler comme objectif de renoncer a` la de´termination explicite
des conditions de garde, ce qui implique, comme on l’a de´ja` e´nonce´, un couˆt hors-
ligne signiﬁcatif. Dans ce cas, on peut envisager de de´terminer le mode cible de fac¸on
dynamique lors de la simulation, en imple´mentant la se´mantique de l’automate et en
faisant les infe´rences uniquement quand des conditions limites sont atteintes. C’est
d’ailleurs cette solution qu’on a choisi pour imple´menter un mode`le de simulation
dans le chapitre suivant.
Mise a` part l’utilisation du mode`le automate hybride obtenu dans la simulation
des syste`mes physiques line´aires avec des interrupteurs, on peut envisager e´galement
de l’employer dans d’autres applications telles que le calcul de cycles limites, con-
forme´ment a` (Zainea et al., 2007c). Dans ce cas la`, il s’agit surtout de connaˆıtre
uniquement une partie du mode`le, celle concerne´e par le cycle lui meˆme. En tant que
travaux futurs, on peut envisager l’utilisation du mode`le obtenu dans la commande
des syste`mes. Plus pre´cise´ment, il s’agit des cas ou` l’on a a` faire ayant des syste`mes a`
un nombre e´leve´ d’interrupteurs, mais pour lesquels on connaˆıt, par l’interme´diaire de
l’avis d’un expert, les conﬁgurations d’interrupteurs utiles pour la commande. Dans ce
cas, le mode`le de type automate obtenu peut fournir les contraintes ne´cessaires pour
choisir parmi les exe´cutions inte´ressantes du point de vue de l’objectif de commande
formule´, celles qui sont cohe´rentes avec les conﬁgurations impose´es.
Chapitre 4
Simulation des convertisseurs
continu–continu a` l’aide de
Simulink
4.1 Vue d’ensemble
Dans le chapitre pre´ce´dent, on a discute´ de l’obtention du mode`le automate hybride
pour les syste`mes physiques line´aires avec des interrupteurs. Pour ce faire, on a sup-
pose´, en ce qui concerne les entre´es de puissance du syste`me, l’hypothe`se de fonction-
nement normal, c’est-a`-dire ou` le vecteur u est continu et de diﬀe´rentielle continue.
Cependant, le champ principal d’application auquel on s’inte´resse est celui des conver-
tisseurs continu–continu et, donc, par la suite, on suppose l’hypothe`se DC-DC : le
vecteur des variables de puissance impose´es par les sources est constant (u ≡ const).
De plus, en ce qui concerne les interrupteurs, on s’inte´resse uniquement a` la typologie
des interrupteurs issus de l’e´lectronique de puissance, c’est-a`-dire que, par rapport a`
la variable de puissance d’entre´e, les re´gions d’invariance sont de´ﬁnies, pour tous les
modes, soit par des ine´galite´s a` ze´ro, soit par R lui-meˆme.
Une simulation ayant comme point de de´part le mode`le automate hybride complet
du syste`me est envisageable, mais cela a l’inconve´nient de la complexite´ du calcul de
l’ensemble des transitions. Une solution alternative qu’on choisit par la suite est de
de´terminer de fac¸on dynamique le mode cible d’une transition ayant le mode actif
comme mode source, lorsque celui-ci doit eˆtre quitte´, tout en conside´rant le reste
des attributs du mode`le automate hybride comme e´tant pre´de´termine´. Pour obte-
nir le mode`le de simulation du syste`me, on utilise une approche de simulation par
de´tection d’e´ve´nements, qui, comme on l’a discute´ en section 2.4, consiste a` pre´voir
une proce´dure spe´ciale lors de la de´tection d’e´ve´nements.
Les travaux pre´sente´s dans ce chapitre ont partiellement fait l’objet des publica-
tions suivantes : (Zainea et al., 2005c; Zainea et al., 2005a; Cormerais et al., 2006).
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4.2 Simulation par de´tection d’e´ve´nements
Dans le cas des convertisseurs continu–continu, l’occurrence des e´ve´nements est lie´e
aux e´volutions des grandeurs du mode`le des interrupteurs. Donc, aﬁn de bien de´crire
le processus de de´tection d’e´ve´nements, il est impe´ratif de bien de´crire les interactions
entre les grandeurs du mode`le d’interrupteur, ainsi que les interactions des interrup-
teurs avec le reste du syste`me. Ainsi, le mode`le d’interrupteur propose´ au chapitre
3 posse`de a` la fois une dimension physique et a` la fois une dimension logique. La
dimension physique est issue de la description de l’interrupteur en tant que dipoˆle,
tandis que la dimension logique est issue de la description de l’interrupteur par un
mode`le de type automate.
Au niveau de la dimension physique, l’interrupteur est de´crit par deux ensembles :
l’ensemble forme´ par les e´tats causaux ouvert/ferme´ (source d’eﬀort/source de ﬂux)
de l’interrupteur, et l’ensemble des variables de puissance associe´es, c’est-a`-dire l’ef-
fort et le ﬂux. Comme on l’a vu, ces deux ensembles ne sont pas inde´pendants, l’e´tat
discret imposant une valeur nulle pour une des variables de puissance, en la rendant
contrainte, tandis que l’autre variable de puissance reste libre. Au niveau de la dimen-
sion logique, l’interrupteur est de´crit par un automate a` plusieurs modes. A chaque
mode est associe´e une condition d’invariance et, aussi, ge´ne´ralement, a` chaque transi-
tion est associe´e une condition de garde. Dans le cadre de l’automate, l’e´valuation du
mode actif de´pend des valeurs prises par l’ensemble des conditions d’invariance et des
conditions de garde. Les deux dimensions de l’interrupteur interagissent a` leur tour
par le fait qu’il existe une application surjective entre l’ensemble des modes et l’en-
semble des e´tats discrets, et aussi par le fait que l’ensemble des conditions d’invariance
et de garde de´pend, ge´ne´ralement, de la variable libre.
En ce qui concerne les interactions d’un tel mode`le avec le reste du syste`me,
on a vu que l’e´quation dynamique, ainsi que l’initialisation de l’e´tat lors de chaque
commutation, de´pendent de la conﬁguration active du syste`me. Dans le sens inverse,
la variable libre est impose´e par le reste du syste`me a` l’interrupteur selon une relation
de´pendant de l’e´tat et du vecteur des entre´es de puissance. De plus, les parame`tres
de cette relation sont susceptibles de changer si la conﬁguration du syste`me change,
meˆme si l’e´tat discret de l’interrupteur concerne´ ne change pas. D’autre part, les
entre´es e´ve´nementielles et boole´ennes du syste`me peuvent inﬂuencer les conditions
d’invariance et de garde.
La totalite´ de ces interactions est re´sume´e dans le diagramme donne´ ﬁgure 4.1.
Meˆme si sur ce diagramme on peut constater la pre´sence de boucles entre les diffe´-
rentes variables du mode`le, il est possible d’obtenir une simulation du syste`me donne´,
en initialisant, par exemple, l’e´tat continu du syste`me et le mode actif de chaque
interrupteur, pourvu qu’on respecte a` ce moment l’initialisation de l’ensemble des
contraintes.
A partir de ces conside´rations et des mode`les switch automata associe´s aux in-
terrupteurs, on peut de´ﬁnir un e´ve´nement de simulation comme e´tant la re´union, a`
un certain moment, de l’ensemble de causes qui produisent un changement de mode
au niveau de l’automate d’au moins un interrupteur. Ainsi, selon la cause de leur
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de´clenchement, les e´ve´nements de simulation peuvent eˆtre classiﬁe´s de la fac¸on simi-
laire au type de transitions :
Autonome : de´clenche´ par le fait que l’e´volution de la variable libre de l’interrupteur
est telle que celle ci ne respecterait plus la condition d’invariance associe´e au
mode courant, ce qui est conside´re´ comme un e´ve´nement interne au mode`le ;
Commande´ : de´clenche´ par une action externe au mode`le, c’est-a`-dire une discon-
tinuite´ qui survient lors de l’e´volution du vecteur des entre´es boole´ennes, b ∈ B,
ou, encore, l’occurrence d’un e´ve´nement σ ∈ Σ, e´ventuellement conjugue´e avec
une condition supple´mentaire sur la variable libre de l’interrupteur.
Remarque 4.1 Si on prend en conside´ration une relaxation de l’hypothe`se DC-DC
en permettant au vecteur des entre´es de puissance u d’eˆtre discontinu, alors, une
telle discontinuite´ peut constituer aussi un e´ve´nement, pourvu que cette discontinuite´
ge´ne`re une transition a` cause d’une possible invalidation de la condition d’invariance.
Bien que u soit une variable d’entre´e, il est rare qu’elle soit une variable sur laquelle
on puisse agir. Ainsi, dans ce registre, on devrait conside´rer que le possible e´ve´nement
ge´ne´re´ par une discontinuite´ de u soit autonome.
Cependant, e´tant donne´e la possible complexite´ des causes de de´clenchement des
e´ve´nements, on de´ﬁnit l’e´ve´nement de simulation comme l’occurrence d’une seule
cause qui pourrait conduire a` un changement de mode. De ce fait, les e´ve´nements
de simulation sont de´clenche´s soit par le passage par ze´ro, dans les deux sens, des
variables libres associe´es aux interrupteurs, soit par un changement dans l’e´volution
des entre´es boole´ennes b ou l’occurrence d’un e´ve´nement σ. On constate e´galement
que, selon la cause du de´clenchement, ces e´ve´nements de simulation peuvent eˆtre
autonomes ou commande´s.
Une fois qu’un e´ve´nement de simulation est de´tecte´, il faut ve´riﬁer si ceci est
ve´ritablement un e´ve´nement, c’est-a`-dire s’il produit un changement de mode. Aﬁn
de montrer ceci, il faut que les conditions d’activation d’une transition d’un automate
soient re´unies et, en plus, que la condition d’invariance du mode cible soit valide. Cette
e´tape constitue l’e´valuation de la dynamique discre`te du syste`me, tandis qu’entre deux
instants de de´clenchement d’e´ve´nements, on e´value la dynamique continue. Ainsi, une
exe´cution du mode`le de simulation est constitue´e par un enchaˆınement d’e´valuations
de la dynamique discre`te et de la dynamique continue selon le sche´ma indique´.
Dans la suite, on pre´sente deux solutions de mise en œuvre sous Simulink du
mode`le pre´sente´ ﬁgure 4.1 : l’une quand on utilise uniquement des blocs Simulink de
base et l’autre quand on utilise les S-fonctions. Ne´anmoins, dans les deux cas, on tient
compte des hypothe`ses suivantes :
Hypothe`se 4.2 Par la suite, sauf pre´cision contraire, on conside`re que les mode`les
d’interrupteur utilise´s sont tels que le nombre de mode est e´gal au nombre d’e´tat
discrets, c’est-a`-dire e´gal a` deux. De ce fait, l’emploi des termes « e´tat causal » et
« mode » (e´tat discret) est e´quivalent.
Hypothe`se 4.3 Par la suite, sauf pre´cision contraire, on conside`re que les e´ve´-
nements autonomes et les e´ve´nements commande´s ne peuvent pas se synchroniser.
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Fig. 4.2 – Sche´ma de principe de la simulation par l’unique utilisation des blocs
e´le´mentaires
4.3 Re´alisation du mode`le Simulink avec des blocs
e´le´mentaires
4.3.1 Sche´ma ge´ne´ral
De fac¸on ge´ne´rale, un syste`me hybride comporte deux types de dynamique : une
continue et une discre`te. De ce fait, a` partir du sche´ma ge´ne´rique d’interactions donne´
ﬁgure 4.1, on peut formuler le sche´ma de principe de la simulation, qui est donne´ en
ﬁgure 4.2. On y retrouve le fait que la dynamique continue, responsable de l’e´volution
de l’e´tat continu global du syste`me, x, de´pend du vecteur de puissance injecte´e par
les sources, u, et, aussi, de la conﬁguration des interrupteurs, qui correspond a` l’e´tat
discret du syste`me, l. A son tour, la dynamique de ce dernier est inﬂuence´e par le
vecteur de variables libres associe´es aux interrupteurs (donc par x), par u et par les
entre´es boole´ennes, b et e´ve´nementielles, σ. Comme on l’a de´ja` pre´cise´, les e´volutions
de b et de σ, e´ventuellement conjugue´es a` l’e´volution de x repre´sentent des e´ve´nements
commande´s, tandis que l’e´volution de x, en fonction des contraintes impose´es par
les interrupteurs, peut ge´ne´rer des e´ve´nements autonomes, repre´sente´s par frontie`re.
E´tant donne´ que les interrupteurs repre´sentent les moyens d’action de l’exte´rieur sur
le syste`me, la synthe`se de la loi de commande implique, ge´ne´ralement, la ge´ne´ration
de b et de σ en fonction de x, u et l.
Le sche´ma ge´ne´ral de simulation, pre´sente´ ﬁgure 4.3, est une translation sous
Simulink du sche´ma de principe donne´ ﬁgure 4.2. De ce fait, le bloc Dynamique est
l’imple´mentation de la dynamique continue, tandis que Invariants + Conditions d’im-
pulsion et Automate sont responsables de la simulation de la dynamique discre`te
du syste`me. Plus pre´cise´ment, les variables continues du syste`me, c’est-a`-dire l’e´tat
continu (repre´sente´ par xr en ﬁgure 4.3) et les variables libres associe´es aux inter-
rupteurs, To, sont e´value´es par le bloc Dynamique en meˆme temps qu’on assure la
de´tection des e´ve´nements autonomes, inv. L’e´tat discret du syste`me, c’est-a`-dire la
variable loc, est e´value´ par le bloc Automate, obtenu a` partir des mode`les switch
automata de chaque interrupteur. Le bloc Automate est active´ uniquement quand
un e´ve´nement de simulation est de´tecte´, en meˆme temps que le bloc Invariants +
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Fig. 4.3 – Sche´ma ge´ne´ral de simulation sous Simulink
Conditions d’impulsion. A ce moment, une transition interne au bloc Automate peut
s’eﬀectuer si les conditions ne´cessaires e´value´es par Invariants + Conditions d’impul-
sion sont valides.
Cependant, on est oblige´ d’introduire des blocs de retard aﬁn d’e´liminer les boucles
alge´briques qui se forment. Par exemple, la variable loc joue sur le calcul de l’e´tat
continu, x, et, implicitement, sur la ge´ne´ration des e´ve´nements internes, inv, et les
variables libres des interrupteurs, To, qui, a` leur tour, de´terminent la valeur de loc.
En plus, aﬁn d’assurer le synchronisme du calcul de l’e´tat avec la valeur de loc, il
faut ajouter un bloc de retard sur le retour d’e´tat aussi. De ce fait, le calcul de l’e´tat
continu et du mode du syste`me est correct, mais de´cale´ dans le temps. A cause de
ceci, il est important de garder le temps re´el, clock, diﬀe´rent du temps de simulation
biaise´ par les retards successifs. Cependant, si les pas de calcul sont suﬃsamment
petits autour de chaque moment de de´clenchement d’un e´ve´nement de simulation,
le re´sultat global peut eˆtre conside´re´ comme pre´cis. Au cas contraire, une phase de
correction des re´sultats doit suivre la simulation pour e´liminer les pas introduits par
les retards.
Dans les sous-sections suivantes, on de´crit un par un la re´alisation des blocs Dy-
namique, Invariants + Conditions d’impulsion et Automate.
4.3.2 Le bloc Dynamique
Comme on l’a pre´cise´ ante´rieurement, les fonctionnalite´s du bloc Dynamique sont
d’e´valuer la dynamique continue d’e´tat et de calculer ainsi a` chaque pas de simulation
la valeur de l’e´tat continu, x, et du vecteur des variables libres associe´es a` la conﬁgu-
ration active des interrupteurs, To. De plus, sachant que les e´ve´nements autonomes
sont exprime´s par rapport aux variables libres des interrupteurs, on peut de´tecter au
niveau de ce bloc ces e´ve´nements, tout ceci e´tant pris en compte par la variable de
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Fig. 4.4 – Re´alisation du bloc Dynamique dont les principales fonctionnalite´s sont le
calcul des grandeurs continues, telles que x (xr sur le sche´ma) et To, la de´tection des
e´ve´nements internes, inv, et l’enregistrement du temps re´el, clock
sortie inv. La dernie`re sortie du bloc, clock, repre´sente la valeur du temps re´el qui est
diﬀe´rente de la valeur du temps de simulation biaise´e par l’introduction des blocs de
retard.
Aﬁn de re´aliser les fonctionnalite´s de´crites pre´ce´demment, on associe a` chaque
conﬁguration valide du syste`me un bloc de type Enabled, un seul bloc e´tant active´ a`
la fois. Le signal d’activation/inhibition est obtenu dans le bloc De´codage a` partir de
la variable d’entre´e loc. Ainsi, pour le bloc correspondant a` la conﬁguration active,
on ge´ne`re 1 et pour les autres blocs on ge´ne`re −1. Les blocs Merge transmettent
aux sorties du bloc Dynamique uniquement les entre´es qui ont e´te´ actualise´es au pas
courant, c’est-a`-dire les sorties du bloc correspondant a` la conﬁguration active.
Le bloc mode k, ∀k ∈ {1, . . . , n} est re´alise´ de manie`re ge´ne´rique, en s’appuyant
sur les re´sultats obtenus dans le chapitre 3. Dans ce contexte, conforme´ment a` la ﬁgure
4.5, il est possible d’expliciter l’e´quation dynamique associe´e a` chaque conﬁguration
d’interrupteurs et, de meˆme, le calcul du vecteur des variables libres en fonction de
l’e´tat explicite et des entre´es de puissance. De plus, le temps re´el est calcule´ par une
simple inte´gration de l’unite´. L’introduction du bloc de retard dans la boucle de retour
(cf. ﬁgure 4.3) compense, lors du changement de conﬁguration, le de´calage d’un pas de
calcul. Les deux inte´grateurs actualisent leur condition initiale chaque fois que le bloc
mode k est active´, tandis que lorsque le bloc est de´sactive´ les sorties sont maintenues
constantes, aux niveaux de la dernie`re e´valuation.
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Fig. 4.5 – Re´alisation du bloc mode k associe´ a` une conﬁguration quelconque et valide
du syste`me
Remarque 4.4 Le bloc Merge est capable de faire le bon choix entre une entre´e
(constante) provenant d’un bloc inactif et une entre´e constante provenant d’un bloc
actif.
Une fois le vecteur des variables libres associe´es aux interrupteurs calcule´, on peut
envisager d’eﬀectuer au niveau local de chaque bloc mode k la de´tection des e´ve´ne-
ments autonomes. On propose en ﬁgure 4.6 un sche´ma de de´tection d’e´ve´nements, ou`
l’on suppose qu’on peut de´ﬁnir une matrice CE telle que les e´ve´nements autonomes
se produisent uniquement au passage de´croissant par ze´ro de CE · To. Pour de´crire la
fac¸on dont on obtient la matrice CE, on conside`re au de´but une matrice diagonale de
dimension e´gale au nombre d’interrupteurs. Les e´le´ments diagonaux de cette matrice
sont de´ﬁnis en fonction de la fac¸on dont la variable libre associe´e a` l’interrupteur
correspondant de´clenche un e´ve´nement interne. Ainsi, on a 1 sur la diagonale, si
la variable libre correspondante de´clenche un e´ve´nement autonome lors du passage
de´croissant par ze´ro, −1 si la variable libre correspondante de´clenche un e´ve´nement
autonome lors du passage croissant par ze´ro et 0 si la variable libre correspondante
ne de´clenche pas d’e´ve´nement autonome. Finalement, la matrice CE est obtenue
par l’e´limination des lignes nulles a` partir de cette matrice diagonale. Maintenant,
la de´tection des e´ve´nements autonomes se re´alise simplement par la comparaison du
re´sultat de la multiplication CE · To avec ze´ro (vecteur). Aﬁn de conserver invariante
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Fig. 4.6 – Re´alisation du bloc de de´tection d’e´ve´nements autonomes
la dimension du vecteur inv de sortie, on multiplie le re´sultat de la comparaison
pre´ce´dente avec abs(CE)T .
Remarque 4.5 Au moment ou` un e´ve´nement autonome est de´tecte´, a` cause de la
mise en œuvre de la de´tection, la composante de CE ·To qui a de´clenche´ cet e´ve´nement
est strictement ne´gative. Ainsi, meˆme si le de´passement en ne´gatif est suﬃsamment
petit (de´pendant des parame`tres de tole´rance de Simulink), a` ce moment, la condition
d’invariance associe´e a` l’interrupteur correspondant est invalide.
A titre d’exemple on donne ﬁgure 4.7 l’e´volution qualitative, autour du moment
d’occurrence d’un e´ve´nement de simulation, de l’e´tat continu, x, de l’e´tat discret,
loc, et du temps re´el, clock ou tr. Soit ainsi tk l’instant associe´ a` un e´ve´nement de
simulation tel que la dynamique discre`te du syste`me produit un changement de la
variable discre`te de li a` lj . A cause du retard d’un pas de simulation sur la transmission
de la variable loc a` l’entre´e du bloc Dynamique, ce dernier continue d’inte´grer la
dynamique fi (x,u) associe´e a` l’e´tat discret li, ce qui est repre´sente´ par une ligne
discontinue entre xk et xˆk+1. Ne´anmoins, duˆ au fait que le retour d’e´tat continu est
aussi retarde´ d’un pas de simulation, lorsque la valeur actualise´e de l’e´tat discret est
disponible, on calcule la valeur de l’e´tat continu a` tk+1 :
xk+1 = Jump(xk,u) = K3jK1jxk +K2ju. (4.1)
A l’aﬃchage dans un bloc Scope sous Simulink, la trajectoire d’e´tat continu entre tk
et tk+1 est obtenue par interpolation line´aire, conforme´ment a` la ﬁgure 4.7. De cette
manie`re, si le premier pas de simulation apre`s la de´tection de l’e´ve´nement est suﬃsam-
ment petit, on obtient directement au Scope un aﬃchage d’une pre´cision satisfaisante.
Cependant, on peut agir sur le parame`tre de simulation concernant l’erreur relative,
RelTol, et essayer de trouver un bon compromis entre la pre´cision d’aﬃchage et le
nombre de pas de calcul ne´cessaire a` la simulation. Sinon, il faut ajuster l’aﬃchage
en concordance avec les crite`res de performance requis.
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x (t)
xˆk+1
xk
xk+1
fi (x,u) fj (x,u)
temps
temps
temps
loc (t)
li
lj
temps re´el (clock)
tr (t)
trk
tk tk+1
Fig. 4.7 – E´volution des diﬀe´rentes grandeurs lors de la de´tection d’un e´ve´nement de
simulation, ou` ici, par abus de notation, l’indice associe´ a` l’e´tat continu est lie´ au pas
de calcul et non plus a` la conﬁguration du syste`me
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4.3.3 Le bloc Automate
La principale fonctionnalite´ du bloc Automate est d’e´valuer la dynamique discre`te du
syste`me, a` partir des donne´es fournies par les autres blocs. De plus, la conception
de ce bloc est faite a` partir des mode`les switch automata de tous les interrupteurs
du syste`me. Comme on l’a de´ja` discute´ pre´ce´demment, ce bloc est active´ uniquement
quand un e´ve´nement de simulation est de´tecte´. De plus, on fait l’hypothe`se suivante :
Hypothe`se 4.6 Par la suite, on conside`re que la cause de tout changement d’e´tat
discret du syste`me est uniquement due au changement imminent d’e´tat discret d’un
seul interrupteur, qu’on appelle interrupteur « de´clencheur ».
De cette manie`re, on conside`re qu’on peut avoir un changement simultane´ d’e´tat
discret de plusieurs interrupteurs, mais, ne´anmoins, il y en a qu’un seul qui est la
cause de ce changement.
Le choix fait pour la re´alisation est d’utiliser le formalisme Statechart. L’avantage
du formalisme Statechart est qu’il est proche d’une repre´sentation de type automate.
Ainsi, un chart a des e´tats discrets, ou` le changement d’e´tat discret est re´gi par des
transitions qui sont conditionne´es par des e´ve´nements et/ou des conditions de garde.
Cependant, le formalisme Statechart est de´pourvu d’un attribut similaire a` l’invariant.
De ce fait, il est ne´cessaire de trouver un correspondant de l’invariant pour les charts.
La solution qu’on propose est de ramener la condition d’invariance associe´e a` l’e´tat
discret en tant que supple´ment de la condition de garde. Ceci consiste a` traduire les
deux emplois de la condition d’invariance :
a` l’activation d’un e´tat discret : bien qu’une transition soit active´e, son franchis-
sement est conditionne´ par le respect de la condition d’invariance a` l’activation
du mode cible. Aﬁn de respecter cette contrainte, un essai a priori de la condi-
tion d’invariance est ne´cessaire. Ceci est re´alise´ par le bloc Invariants + Condi-
tions d’impulsion qui e´value, dans le vecteur guard, pour chaque e´tat discret du
syste`me, la condition d’invariance proprement dite, ainsi que la condition sur
les impulsions si l’e´tat discret donne´ e´tait active´ ;
a` la sortie d’un e´tat discret : au moment ou` une des conditions limites (concer-
nant soit la condition d’incompatibilite´, soit la frontie`re) associe´e a` un interrup-
teur devient valide, l’e´tat discret d’un automate est quitte´ par une transition
de secours, s’il y en a une. Aﬁn de re´aliser ceci, on ajoute une transition dans
le chart pour chaque condition limite correspondant a` l’e´tat discret courant de
chaque interrupteur du syste`me.
A titre d’exemple, on donne ﬁgure 4.8 la mise en œuvre de la traduction de la
contrainte d’invariance associe´e a` l’interrupteur « de´clencheur » Swj quand l’e´tat dis-
cret source analyse´ est le mode k. Ainsi, une fois que la condition repre´sente´e par
[cond limite modek [j]] devient valide, on doit quitter le mode k et le nouvel e´tat dis-
cret est choisi parmi les e´tats discrets cibles possibles en concordance avec la validite´
de sa condition d’invariance. Aﬁn d’e´viter toute divergence, on assure l’unicite´ dans
98 simulation des convertisseurs continu–continu a` l’aide de simulink
mode cible 1 mode cible 2
mode source k
mode cible nk
[guard[1]] [guard[2]&&!guard[1]]
[guard[nk]&&!guard[nk−1]&&....&&!guard[1]]
[cond_limite_modek[ j ]]
Fig. 4.8 – Re´alisation de la condition d’invariance pour les charts, ou` on prend en
compte uniquement la frontie`re correspondant a` l’interrupteur « de´clencheur » Swj.
le choix, en favorisant a priori certains e´tats discrets par rapport aux autres. L’en-
semble des e´tats discrets cibles possibles est de´ﬁni par la totalite´ des e´tats discrets
atteignables par des changements autonomes au niveau de l’e´tat discret de chaque
interrupteur, pour le jeu donne´ des entre´es boole´ennes et e´ve´nementielles.
De la meˆme fac¸on, on construit les transitions conditionne´es par des e´ve´nements,
c’est-a`-dire en de´terminant l’ensemble des e´tats discrets cibles et en remplac¸ant la
condition [cond limite modek [j]] par la condition requise pour quitter l’e´tat discret
courant de l’interrupteur « de´clencheur » donne´. De ce fait, en construisant pour
chaque e´tat discret du syste`me la totalite´ des transitions obtenues pour tous les inter-
rupteurs « de´clencheurs » (a priori tous), on arrive a` de´terminer le chart qui donne
la dynamique discre`te du syste`me.
Exemple : Dans un Statechart, les conditions cond limite dans le cas de l’inter-
rupteur compose´ obtenu par l’association en antiparalle`le d’un IGBT et d’une
diode sont les suivantes (i et u repre´sentant le courant et la tension aux bornes
de l’interrupteur e´quivalent) :
mode E : [b == 0&&i > 0] (condition d’incompatibilite´), par rapport au boo-
le´en de commande, et [b == 0&&i == 0] (frontie`re), par rapport a` la va-
riable libre i ;
mode F : [b == 1] (condition d’incompatibilite´), par rapport au boole´en de
commande, et [u == 0] (frontie`re), par rapport a` la variable libre.
De plus, on peut construire un chart a` plusieurs niveaux aﬁn de rendre le mode`le
obtenu plus lisible. Ainsi, on conside`re que le niveau supe´rieur est construit a` partir des
mode`les d’interrupteurs qui contiennent des entre´es boole´ennes et/ou e´ve´nementielles,
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mode_k
submode 1
submode ns
submode 2
[guard_2&&!guard_1]
[frontiere_2]
[frontiere_1] [guard_1]
[!guard_ns&&...&&!guard_2&&!guard_1]
[frontiere_ns] [guard_ns&&...&&!guard_2&&!guard_1]
Fig. 4.9 – Chart correspondant au niveau infe´rieur de mode k, un e´tat discret du
niveau supe´rieur
tandis que le niveau infe´rieur est construit uniquement a` partir des interrupteurs dont
les contraintes de´pendent seulement de la variable libre. Donc, a` chaque e´tat discret
du chart du niveau supe´rieur, il correspond au niveau infe´rieur un chart de´termine´
pour l’ensemble des interrupteurs qui ne de´pend pas directement des entre´es boole´-
ennes et e´ve´nementielles. Si l’interrupteur « de´clencheur » est au niveau infe´rieur, on
cherche alors a` trouver des modes cibles a` ce niveau. Ne´anmoins, si au niveau supe´rieur
l’e´tat discret courant peut eˆtre quitte´ par une transition autonome, il faut pre´voir des
transitions de sortie du niveau infe´rieur vers le niveau supe´rieur aﬁn d’assurer un
e´ventuel changement simultane´ des interrupteurs au niveau infe´rieur et au niveau
supe´rieur (cf. ﬁgure 4.9). A cause du fait qu’au niveau infe´rieur les interrupteurs
peuvent changer d’e´tat discret uniquement de manie`re autonome, on peut traiter de
manie`re unitaire le proble`me du choix de l’e´tat discret cible. De plus, prenant en
compte la remarque 4.5, on ne peut pas obtenir des e´volutions cycliques quand un
e´ve´nement autonome est de´tecte´, parce qu’alors la condition guard associe´e a` l’e´tat
discret source n’est plus valide.
Quant au chart du niveau supe´rieur, il se construit de la manie`re indique´e ﬁgure
4.8, sachant que les conditions de type [guard [k]] sont remplace´es par des conditions
qui portent sur guardl. L’entre´e guardl est un vecteur de boole´ens qui a une dimension
e´gale au nombre d’e´tats discrets au niveau supe´rieur et la valeur de chaque composante
est 1, s’il y a au moins un e´tat discret au niveau infe´rieur dont la condition d’invariance
et la condition sur les impulsions sont vraies, et 0 autrement.
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Fig. 4.10 – Re´alisation du bloc Invariants + Conditions d’impulsion
4.3.4 Le bloc Invariants + Conditions d’impulsion
Comme son nom l’indique, ce bloc assure la ve´riﬁcation des conditions d’invariance
et d’impulsion. Cette ve´riﬁcation est faite d’une fac¸on a priori pour tous les modes
possibles a` l’activation du bloc lors de l’occurrence d’un e´ve´nement de simulation.
D’une manie`re similaire au bloc Dynamique, on assigne un bloc a` chaque mode (cf.
ﬁgure 4.10) qui de´termine en fonction de l’e´tat continu, x, du vecteur des entre´es
boole´ennes, b, et du vecteur des entre´es de puissance si les conditions d’invariance et
de type impulsion associe´es au mode donne´ sont satisfaites au moment de l’analyse de
l’e´ve´nement. Pour ce bloc, tous les sous-blocs sont actifs en meˆme temps. De ce fait, la
sortie guard du bloc Invariants + Conditions d’impulsion est un vecteur de boole´ens
de la meˆme dimension que le nombre de modes. Ainsi, on retrouve pour guard(k) la
valeur 1 si les conditions d’invariance et d’impulsion sont respecte´es simultane´ment et
la meˆme composante a la valeur 0 autrement. En plus, la sortie guardl est un vecteur
dont la dimension est e´gale au nombre de modes qu’on retrouve au niveau supe´rieur
du chart du bloc Automate. La k-ie`me composante de ce vecteur a la valeur 1 si pour
au moins un des modes qui se trouve au niveau infe´rieur les conditions d’invariance
et d’impulsion sont respecte´es simultane´ment et elle a la valeur 0 autrement.
On pre´sente en ﬁgure 4.11 la re´alisation du bloc mode k, ge´ne´rique. De ce fait, on
e´value la valeur du vecteur T+ok associe´ a` ce mode selon l’expression suivante :
T+ok = A1kx
+
1k + Auku
= A1kK1kx
+ + Auku,
(4.2)
Puisque les interrupteurs utilise´s sont des interrupteurs d’e´lectronique de puissance,
alors, on de´duit, compte tenu de l’e´criture en forme canonique de l’invariant, par
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Fig. 4.11 – Re´alisation de l’e´valuation des conditions d’invariance et d’impulsion pour
un mode k quelconque
rapport aux valeurs du vecteur des entre´es boole´ennes, b, une matrice diagonale CIk,
de dimension e´gale au nombre d’interrupteurs, telle que la condition d’invariance peut
eˆtre e´value´e uniquement par rapport au vecteur des variables de puissance impose´es
aux interrupteurs : CIk (b) · T+ok ≥ 0. Par exemple, aﬁn d’obtenir l’e´le´ment diagonal
correspondant a` l’interrupteur e´quivalent obtenu par l’association d’un IGBT et d’une
diode mise en antiparalle`le, quand l’e´tat discret en cause est ferme´, on a 0, si b = 1,
parce que le courant peut prendre une valeur quelconque, et on a −1, si b = 0,
parce que dans ce cas le courant peut eˆtre uniquement ne´gatif. De plus, a` cause de
la forme particulie`re des re´gions d’invariance, conforme´ment a` la relation (3.115), on
obtient que les domaines P sont identiques aux domaines D correspondants. Donc, en
utilisant la meˆme matrice CIk, on peut exprimer d’une fac¸on e´quivalente la condition
d’impulsion (cf. ﬁgure 4.11).
Une situation spe´ciale est celle ou` une ou plusieurs composantes du vecteur T+ok
sont nulles. Il est possible dans ce cas que cette valeur nulle se trouve sur la frontie`re
d’une re´gion d’invariance. Il est donc important de savoir si le champ vectoriel est tel
que la composante nulle de T+ok soit « pousse´e » a` l’exte´rieur de l’invariant ou qu’elle
soit « garde´e » a` l’inte´rieur de l’invariant. De ce fait, on veut e´viter d’activer une
conﬁguration dont la pe´riode d’activite´ soit nulle. Dans ce contexte, le bloc De´rive´e
de To (ﬁgure 4.12), comme le nom l’indique, e´value le signe de la de´rive´e a` droite des
composantes nulles de T+ok. Formellement, en utilisant aussi l’hypothe`se DC-DC, on
obtient :
T˙+ok = A1k
(
Akx
+
1k +Bku
)
(4.3)
De cette manie`re, invd est un boole´en qui a la valeur 0 si :
∃j t.q. T+ok (j) = 0 et
(
CIk · T˙+ok
)
(j) < 0 (4.4)
102 simulation des convertisseurs continu–continu a` l’aide de simulink
Fig. 4.12 – Re´alisation du bloc De´rive´e de To
et 1 autrement. invd est calcule´ par le bloc de fonction Matlab Direction de´rive´e qui
analyse le signe de la de´rive´e seulement pour les composantes de T+ok nulles.
4.4 Re´alisation du mode`le Simulink a` l’aide de S-
fonctions
Dans la section pre´ce´dente, on a de´crit comment on peut obtenir de manie`re syste´ma-
tique, et avec des moyens assez simples, un mode`le de simulation pour les syste`mes
physiques line´aires avec des interrupteurs. Ne´anmoins, la re´alisation du bloc Automate
reste manuelle (bien que syste´matique). Ainsi, pour des syste`mes avec un nombre
e´leve´ d’interrupteurs, cette re´alisation devient diﬃcile et illisible, un exemple en ce
sens e´tant le chart de la ﬁgure 4.13 qui repre´sente le niveau supe´rieur d’un syste`me
correspondant au fonctionnement de deux IGBTs. Il y a besoin ainsi d’une autre
me´thode, toujours syste´matique, aﬁn d’e´viter l’inconve´nient de la de´ﬁnition graphique
de la dynamique discre`te. La solution qu’on propose ici est d’utiliser les S-fonctions
pour la re´alisation des mode`les.
Plus pre´cise´ment, l’objectif est de construire une S-fonction qui soit capable de
simuler le fonctionnement global d’un syste`me quelconque qui respecte les hypothe`ses
formule´es pre´ce´demment. De ce fait, le nouveau sche´ma de principe de la simulation
prend la forme donne´e en ﬁgure 4.14. Ici, yS repre´sente la concate´nation du vecteur
d’e´tat continu global et de l’e´tat discret du syste`me.
De fac¸on ge´ne´rale, la simulation d’un bloc Simulink, les blocs S-fonctions inclus,
consiste dans l’e´valuation de la sortie en fonction de l’entre´e et de l’e´tat, ce qui com-
porte plusieurs e´tapes, conforme´ment a` la ﬁgure 4.15. Dans ce contexte, plusieurs
solutions sont envisageables quand il s’agit de la mise en œuvre des S-fonctions. Pour
des raisons subjectives, on a pris en compte uniquement l’imple´mentation sous M et
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EE
FEFF
EF
[invl[1]&&!invl[2]]
[inv[2]&&!e[2]]
[invl[1]&&!invl[3]]
[!invl[3]&&!invl[2]&&!invl[4]]
[inv[1]&&inv[2]&&!(e[1]||e[2])]
t2[!(!e[1]&&To[1]>0)&&!e[2]&&inv[2]]
[invl[2]&&!invl[4]]
[inv[1]&&!inv[2]&&!(e[1]||e[2])]
[invl[2]&&!invl[4]]
e2[!e[2]&&To[2]<0&&!(!e[1]&&To[1]>0)]
e1[!e[1]&&To[1]>0&&!(!e[2]&&To[2]<0)]
[e[2]]
t1[!e[1]&&inv[1]&&!(!e[2]&&To[2]<0)]
e1[!e[1]&&To[1]>0&&!e[2]]
t1[!e[1]&&inv[1]&&!e[2]]
t1[!e[1]&&inv[1]&&!e[2]&&inv[2]]
e1[!e[1]&&To[1]>0&&!e[2]&&To[2]<0]
[e[1]&&!e[2]][e[1]&&e[2]]
[e[1]&&!e[2]]
[e[1]] [guardl[4]] [guardl[2]&&!guardl[4]]
[e[1]&&e[2]]
[guardl[3]&&!guardl[4]]
[!e[1]&&e[2]][!e[1]&&!e[2]]
[guardl[4]] e2[!e[2]&&To[2]<0&&!e[1]]
[e[2]&&!e[1]]
[invl[3]&&!invl[4]][invl[4]]
[invl[4]] t2[!e[2]&&inv[2]&&!e[1]]
[invl[3]&&!invl[2]&&!invl[4]]
[inv[2]&&!inv[1]&&!(e[1]||e[2])]
Fig. 4.13 – Chart du niveau supe´rieur d’un syste`me qui correspond au cas ou` les
interrupteurs pris en compte sont deux IGBTs
Dynamique
syste`me
Partie
commande
Sources
u uS yS
b, σ
Fig. 4.14 – Sche´ma de principe de la simulation a` l’aide de S-fonctions
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Initialisation
bloc
Pas principal
de simulation
Pas secondaire
de simulation
Estimation du
pas de calcul
Calcul
sorties
Calcul
e´tats discrets
Calcul
e´tats continus
(Inte´gration)
De´tection passage
par ze´ro
Fin de la
simulation
Fig. 4.15 – Sche´ma ge´ne´ral de simulation des blocs par Simulink. Les cadres continus
repre´sentent les fonctionnalite´s toujours mises en œuvre par tous les blocs, tandis que
les cadres discontinus repre´sentent les fonctionnalite´s qui peuvent eˆtre mises en œuvre
par certains blocs
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C. Cependant, de`s le de´but, on s’est aperc¸u, pour la version 6.5 de Matlab, ce qui
correspond a` une version 5.0 de Simulink, que l’imple´mentation sous C des S-fonctions
oﬀre davantage de maˆıtrise sur le processus de simulation, comme, par exemple, pour
la de´tection des passages a` ze´ro de certaines variables auxiliaires.
Pour la simulation d’un syste`me physique line´aire avec des interrupteurs a` l’aide
d’une S-fonction, on de´ﬁnit de la fac¸on suivante l’entre´e, l’e´tat et la sortie du bloc
Simulink :
entre´e : le vecteur uS est la concate´nation du vecteur des entre´es de puissance, u,
du vecteur des entre´es boole´ennes, b, et du vecteur des entre´es e´ve´nementielles,
σ ;
e´tat : le vecteur d’e´tat continu, xS, et la variable d’e´tat discre`te xdS qui repre´sente
le codage en de´cimal de l’e´tat discret du syste`me, l ;
sortie : le vecteur yS a une composante continue qui est e´gale au vecteur d’e´tat
continu global, ycS = x, et une composante discre`te qui est e´gale au vecteur
d’e´tat discret, ydS = xdS .
Ainsi, dans l’e´tape d’initialisation du bloc, on utilise la me´thode mdlInitializeSizes
aﬁn d’initialiser la dimension de uS, xS et yS, ou` xdS est un scalaire. De plus, on
emploie la meˆme me´thode pour initialiser la dimension du signal dont on veut tester
le passage par ze´ro, de fac¸on ge´ne´rale cette dimension est e´gale au nombre d’interrup-
teurs dans le syste`me. Toujours dans l’e´tape d’initialisation, on emploie la me´thode
mdlInitilizeSampleTimes pour indiquer que la simulation doit s’eﬀectuer a` pas va-
riable. Finalement, on utilise la me´thode mdlInitializeConditions pour pre´ciser les
valeurs initiales de l’e´tat discret, xdS0, et de l’e´tat continu correspondant, xS0.
Le pas principal consiste dans la simulation proprement dite du syste`me sur un
pas de calcul, ou` un solveur a` pas variable (ode45 – Dormand-Prince) est employe´ et
le temps de la simulation est conside´re´ comme « continu ». Cette dernie`re option fait
que l’e´tape de l’estimation du pas de calcul est implicitement re´solue par Simulink
et il n’y a pas besoin d’imple´menter de manie`re explicite une me´thode spe´ciﬁque.
Soit tk le moment temporel de de´but du pas principal courant, xdS
(
t−k
) ← li l’e´tat
discret calcule´ au pas principal ante´rieur et xiS
(
t−k
)
l’e´tat continu calcule´ en ﬁn de pas
principal ante´rieur. Par la suite, on de´crit chaque e´tape de simulation :
Calcul des sorties On actualise la valeur du vecteur de sortie selon les expressions
suivantes :
ycS (tk) = K3ix
i
S
(
t−k
)
+K2iu (4.5a)
ydS (tk) = xdS
(
t−k
)
, (4.5b)
ces ope´rations sont imple´mente´es dans la me´thodemdlOutputs. En plus, la valeur
de yS est enregistre´e comme la valeur de´ﬁnitive au pas courant, ce qui revient a`
dire que si la sortie du bloc S-fonction est connecte´e a` un bloc d’aﬃchage et/ou
de me´morisation, alors cette valeur est aﬃche´e et/ou me´morise´e.
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Calcul des e´tats discrets Cette e´tape doit s’eﬀectuer uniquement si on de´tecte
un e´ve´nement de simulation, tel qu’il a e´te´ de´ﬁni en section 4.2. Tout comme
dans la solution avec des blocs e´le´mentaires, les e´ve´nements de simulation sont
de´clenche´s par des variables externes telles que b et σ ou par le passage par ze´ro
de certaines variables internes, ceci est discute´ en de´tail dans l’e´tape De´tection
passage par ze´ro. Si un tel e´ve´nement est de´tecte´ et une transition est obligatoire,
alors l’e´tat discret cible est de´termine´ d’une manie`re similaire a` celle de´crite en
sous-sections 4.3.3 et 4.3.4. Ne´anmoins, cette fois on n’est plus oblige´ de ve´riﬁer
tous les modes cibles possibles. On s’arreˆte au premier qui respecte les conditions
pre´sente´es dans les deux sous-sections cite´es. De plus, aﬁn de minimiser le couˆt
de calcul de la recherche du mode cible, on ordonne de manie`re de´croissante les
modes cibles possibles selon la dimension de l’e´tat continu (local). Si toutes les
conditions pour le changement du mode sont re´unies alors soit xdS
(
t+k
)← lj le
mode cible trouve´. Dans ce cas, la valeur de l’e´tat continu doit elle aussi eˆtre
actualise´e :
xjS
(
t+k
)
= K1jy
c
S
(
t−k
)
(4.6)
Si la dimension du vecteur d’e´tat continu local est strictement infe´rieure a` la
dimension du vecteur d’e´tat global, alors on comple`te jusqu’a` la dimension de
celui-ci avec des ze´ros. Autrement, s’il n’y a pas eu de changement de mode,
alors on conside`re, implicitement, xiS
(
t+k
)
= xiS
(
t−k
)
. Toutes ces ope´rations sont
imple´mente´es dans la me´thode mdlUpdate.
Pas secondaire – Calcul de l’e´tat continu Soit li le mode actif trouve´ a` la ﬁn
de l’e´tape pre´ce´dente, alors ce calcul consiste a` son tour en deux e´tapes : la
de´termination d’un instant tk+1 et l’inte´gration de la dynamique de l’e´tat continu
sur l’intervalle
[
tk, tˆk
]
aﬁn de calculer xiS
(
tˆ−k
)
. Soit Δtk une estimation de la di-
mension du pas, dont la premie`re estimation est un parame`tre a priori de la
simulation. Si cette estimation se trouve dans un intervalle de´ﬁni par le pas
minimum et le pas maximum, tous les deux e´galement des parame`tres de la
simulation e´tablis a priori, alors on proce`de a` l’inte´gration de la dynamique
continue sur cet intervalle temporel, en utilisant le solveur pre´e´tabli. La dy-
namique continue doit eˆtre mise sous une forme explicite (ODE ) dont il faut
uniquement pre´ciser la partie droite, c’est a` dire fi (x
i
S,u). Si fi a une dimension
infe´rieure a` la dimension de l’e´tat continu global, alors il faut comple´ter avec
des ze´ros jusqu’a` atteindre celle-ci. De cette manie`re, on s’assure qu’il n’y a pas
de de´passement duˆ a` une inte´gration non-controˆle´e. Aﬁn d’initialiser la partie
droite de l’e´quation dynamique, on utilise la me´thode mdlDerivatives. A la ﬁn
du processus d’inte´gration, on trouve la valeur de l’e´tat continu xiS (tk + Δtk)
et Simulink fait appel encore une fois a` la me´thode mdlOutputs pour calculer
le vecteur de sortie. Si cette valeur ne respecte pas les contraintes impose´es par
les parame`tres d’erreur, relative et absolue, alors Simulink prend la de´cision de
refaire les calculs avec Δtˆk < Δtk jusqu’au moment ou` on arrive a` avoir un
re´sultat convenable. Autrement, Simulink prend la de´cision d’augmenter le pas
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de simulation jusqu’a` avoir ﬁnalement, si le re´sultat de l’inte´gration est toujours
convenable, un pas e´gal au pas maximum. Les valeurs interme´diaires du vecteur
de sortie obtenues sont propage´es a` travers tout le mode`le de simulation, mais,
toutefois, ces re´sultats interme´diaires ne sont ni enregistre´s et ni aﬃche´s.
Pas secondaire – De´tection des passages par ze´ro Dans cette e´tape, on teste
le passage par ze´ro de certaines variables auxiliaires. On de´ﬁnit ces variables
auxiliaires dans la me´thode mdlZeroCrossings comme e´tant le vecteur des va-
riables libres associe´es aux interrupteurs susceptibles de produire des e´ve´nements
autonomes de simulation dans le mode actif courant, zci = CEi · Toi, cf. a` la
sous-section 4.3.2. Simulink fait l’e´valuation de zci a` l’instant tk et a` l’instant
tˆk, de´termine´ a` l’e´tape pre´ce´dente. Si au moins une des composantes change de
signe en passant de positif a` ne´gatif, alors le me´canisme de de´tection de pas-
sage par ze´ro de Simulink est active´. Ce me´canisme cherche a` encadrer avec
pre´cision le moment ou` le premier changement de signe a eu lieu en de´terminant
deux instants, t¯k et tk+1 ∈
[
tk, tˆk
]
. Ces deux instants sont enregistre´s comme
des moments ou` des pas principaux doivent eˆtre eﬀectue´s : a` l’instant t¯k, Si-
mulink exe´cute uniquement les e´tapes de calcul de sorties et de calcul des e´tats
discrets, tandis qu’a` l’instant tk+1 toute la boucle est exe´cute´e de la meˆme fac¸on
qu’au moment tk. C’est a` ce moment que l’e´ve´nement autonome peut produire
le changement d’e´tat discret lors de l’exe´cution de l’e´tape calcul des e´tats dis-
crets. Autrement, si dans l’intervalle
[
tk, tˆk
]
il n’y a eu aucun passage par ze´ro
de positif a` ne´gatif d’une composante de zci, alors tk+1 = tˆk.
On pre´sente en ﬁgure 4.16, un sce´nario pour l’e´volution qualitative de l’e´tat global,
ycS, et de la variables auxiliaire, zc, lors de la simulation d’un syste`me, conforme´ment
au sche´ma ge´ne´ral de la ﬁgure 4.15. Soit ainsi tk le moment qui correspond au pas
principal courant et ydS ← li le codage de´cimal de l’e´tat discret du syste`me, obtenu
lors de l’exe´cution de l’e´tape calcul des e´tats discrets. En ﬁgure 4.16(a), on pre´sente
la recherche d’une meilleure estimation de ycS en terme de pre´cision et de longueur du
pas de simulation. Puisque la variable auxiliaire zci change de signe, passant de positif
a` ne´gatif, en ﬁgure 4.16(b), Simulink trouve les instants t¯k et tk+1 qui encadrent le
moment eﬀectif du passage par ze´ro. De plus, Simulink conside`re ces instants parti-
culiers comme des moments ou` un pas principal doit s’eﬀectuer. De ce fait, a` l’e´tape
calcul des sorties, le calcul de ycS se fait selon le mode de calcul associe´ a` li. A l’e´tape
calcul des e´tats discrets, le nouvel e´tat discret, xdS ← lj , est de´termine´ et, en plus,
la valeur de l’e´tat continu local, xjS , est actualise´e, ce qui correspond, implicitement,
a` l’application de Jumpj au niveau de y
c
S. Lors du pas secondaire de calcul de l’e´tat
continu, la dynamique fj est inte´gre´e et les calculs interme´diaires du vecteur de sortie
sont faits en concordance avec le nouvel e´tat discret : ydS ← lj , bien que cette valeur
ne soit pas associe´e de manie`re permanente a` ydS qu’au moment ou` le pas principal a`
l’instant tk+2 est exe´cute´.
Par rapport a` l’e´volution donne´e en ﬁgure 4.7, on peut constater que l’e´volution
donne´e en ﬁgure 4.16 ne ne´cessite plus de pas supple´mentaire de calcul lors du change-
ment d’e´tat discret. Ce pas supple´mentaire e´tait le re´sultat de l’introduction des blocs
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. tk tk + Δtk tˆk
temps
temps
ycS
zc
zcizcizci
fififi
(a) E´volution de ycS dans le cadre de l’e´tape
du pas secondaire correspondant au cal-
cul de l’e´tat continu. On distingue cette
e´volution hypothe´tique, poste´rieure au moment
tk, repre´sente´e par une courbe discontinue, de
l’e´volution re´elle, re´sultat du pas principal de
calcul ante´rieur au moment tk, repre´sente´e par
une courbe continue. On donne aussi la possible
e´volution de zc, qui n’est pas calcule´e par Simu-
link
tk tk+1 tk+2t¯k
temps
temps
ycS
zc
zcizci zcj
fifi fj
Jumpj
(b) t¯k et tk+1 repre´sentent les moments as-
socie´s aux pas principaux de calcul qui en-
cadrent le passage par ze´ro de la variable auxi-
liaire zc. Ce passage produit un changement
d’e´tat discret qui ge´ne`re un saut instantane´
dans l’e´volution de ycS par la fonction Jumpj.
L’e´volution de ycS de tk+1 a` tk+2 est donc obte-
nue par l’inte´gration de la nouvelle dynamique
fj.
Fig. 4.16 – E´volution qualitative de l’e´tat global, ycS, et de la variable auxiliaire, zc,
lors de la simulation d’un syste`me par Simulink
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de retard qui coupaient la boucle alge´brique forme´e par l’inﬂuence de l’e´tat discret
sur la dynamique continue et celle de l’e´volution de l’e´tat continu sur la dynamique
discre`te. Dans le cas de l’emploi d’une S-fonction, cette boucle alge´brique est re´solue
implicitement par la se´quentialite´ des e´tapes de simulation. Toujours dans le meˆme
registre, en utilisant une S-fonction, il n’est plus ne´cessaire d’introduire un retard au
bouclage de la variable d’e´tat discret vers le bloc Commande comme c’e´tait le cas
dans la solution avec des blocs e´le´mentaires. Ceci est possible parce que, en eﬀet,
b et σ sont uniquement utilise´s dans l’e´tape calcul des e´tats discrets, ce qui coupe
l’e´ventuelle boucle qui aurait pu se former entre ceux-ci et yS.
4.5 Conclusion
Dans le cadre de ce chapitre, on a traite´, a` l’aide de Simulink, le proble`me de la
simulation des syste`mes physiques avec interrupteurs. On a analyse´ les interactions
entre les diﬀe´rentes grandeurs du syste`me, en mettant en e´vidence les liens entre la
dynamique continue et la dynamique discre`te qui se tissent autour du mode`le des
interrupteurs. Lors de la mise en œuvre, on a identiﬁe´ deux solutions : la premie`re qui
utilise uniquement des blocs e´le´mentaires et une deuxie`me qui utilise les S-fonctions.
La solution qui emploie seulement des blocs e´le´mentaires est une solution simple
qui repose, en ce qui concerne la dynamique continue, sur la de´ﬁnition d’un bloc
ge´ne´rique associe´ a` un e´tat discret. De ce fait, ceci peut eˆtre multiplie´ pour obtenir
tous les blocs ne´cessaires qui de´ﬁnissent la dynamique continue globale du syste`me.
La dynamique discre`te est le re´sultat des diﬀe´rentes transitions qui existent entre
les modes du syste`me. Ainsi, une transition peut eˆtre franchie si les conditions de
de´clenchement et les conditions de validite´ du mode cible sont re´unies. Au niveau
de l’imple´mentation de la dynamique discre`te, on emploie un bloc Stateﬂow active´
uniquement lors de l’occurrence des e´ve´nements de simulation, ou` les conditions de
validite´ sont fournies par un bloc supple´mentaire. Ce dernier est active´ en meˆme temps
que le bloc Stateﬂow auquel il fournit l’information suivante : a` savoir quels modes a`
l’instant donne´ peuvent eˆtre des modes cibles valides. Ne´anmoins, cette solution a le
de´savantage de cre´er des mode`les qui ne sont pas re´utilisables d’un syste`me a` l’autre.
De plus, bien que la proce´dure soit syste´matique, la re´alisation du bloc Stateﬂow n’est
pas automatise´e et pour des syste`mes a` nombre d’interrupteurs e´leve´, la lisibilite´ du
chart est re´duite.
Pour pallier ces de´savantages, on a propose´ une deuxie`me solution qui emploie
une S-fonction pour simuler la dynamique comple`te du syste`me. Cette fois, lors de la
simulation de la dynamique discre`te, on n’est plus oblige´ d’analyser tous les modes,
mais on ve´riﬁe la validite´ des modes dans l’ordre de´croissant de la dimension de
l’e´tat continu local et on choisit comme mode cible le premier qui respecte toutes
les conditions. De plus, graˆce a` une meilleure utilisation de la boucle de simulation
Simulink, on e´vite l’introduction de blocs de retard aﬁn de couper certaines boucles
alge´briques qui se formaient quand la premie`re solution e´tait employe´e.
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Les deux solutions propose´es dans ce chapitre re´sident sur la pre´sence dans la
me´moire de toute l’information ne´cessaire, c’est-a`-dire les matrices qui de´ﬁnissent
la dynamique continue de tous les modes, les matrices qui de´ﬁnissent les conditions
d’invariance, d’impulsion, les modes interdits, etc. De ce fait, quand le nombre d’inter-
rupteurs et la dimension de l’e´tat continu global sont e´leve´s, le proble`me de la me´moire
occupe´e par l’information ne´cessaire peut devenir critique. Une solution possible a` ce
proble`me a e´te´ propose´e par (Beers et al., 2006), en utilisant comme point de de´part
le bond-graph du syste`me. Elle consiste dans l’obtention en cours de la simulation
des diﬀe´rentes matrices associe´es au mode actif et de leur me´morisation au fur et a`
mesure de l’avancement de la simulation. Toutefois, pour l’instant, rien n’est pre´cise´
a` l’e´gard des e´volutions par des modes ou` la dimension de l’e´tat continu local n’est
pas la meˆme. Aussi, on prend en compte uniquement des e´ve´nements de simulation
commande´s.
De plus, mis a` part le proble`me de la me´moire, les travaux a` venir devront prendre
en conside´ration la propagation des erreurs nume´riques. Ici, on peut citer au moins
deux sous-proble`mes : un premier lie´ a` la commutation et un deuxie`me lie´ a` la
contrainte alge´brique associe´e a` l’e´tat continu global. Le premier cas survient lors
des commutations autonomes, telles que pre´sente´es ﬁgure 4.16(b), ou` l’on peut ob-
server que la variable auxiliaire zc devient ne´gative, alors que la commutation est
cense´e se faire toujours a` ze´ro. En meˆme temps, l’e´tat continu du syste`me e´volue
lui aussi au-dela` de la valeur ou` le syste`me aurait duˆ changer d’e´tat discret et, par
conse´quent, la valeur de l’e´tat continu apre`s la commutation est a` son tour aﬀecte´e.
Une e´valuation des eﬀets de cette chaˆıne de propagation des erreurs reste donc a`
e´tudier. Dans le deuxie`me cas, soit a` cause des erreurs d’inte´gration, soit a` cause du
mauvais conditionnement des matrices relie´es a` la contrainte alge´brique, il se peut
que celle-ci ne soit pas respecte´e a` l’inte´rieur de la pe´riode d’activite´ d’un e´tat discret.
Bien que l’e´valuation de la contrainte alge´brique ne soit pas pre´sente explicitement
dans la simulation, son non-respect peut entraˆıner, comme on l’a vu dans le chapitre
pre´ce´dent, des fausses impulsions et discontinuite´s de l’e´tat qui, a` leur tour, peuvent
invalider des modes cibles qui normalement auraient e´te´ valides.
Chapitre 5
Application : Commande au
de´marrage d’un convertisseur a`
double re´sonance
5.1 Vue d’ensemble
Ce chapitre traite de la mise au point d’une commande en boucle ouverte sur un
syste`me physique avec des interrupteurs pre´sentant une complexite´ e´leve´e, le conver-
tisseur a` double re´sonance. Plus pre´cise´ment il s’agit de de´terminer une se´quence
d’instants de commutation telle qu’on obtient certaines performances dynamiques
lors du de´marrage avec des conditions initiales nulles. Cette se´quence est de´termine´e
hors-ligne par la formulation d’un proble`me d’optimisation ou` la fonction de couˆt
est de´ﬁnie par rapport aux performances dynamiques de´sire´es. La re´alisation de la
solution repose sur l’existence d’un mode`le ﬁn de simulation, dont la proce´dure d’ob-
tention a e´te´ de´crite dans le chapitre pre´ce´dent.
Une pre´sentation ge´ne´rale du convertisseur a` double re´sonance (les contraintes de
fonctionnement, la modalite´ de commander en boucle ferme´e et la proble´matique du
de´marrage) est donne´e en section 5.2. Ensuite, en section 5.3, on analyse le principe
de calcul de la se´quence de de´marrage. Ceci consiste dans l’e´valuation d’une fonction
de couˆt suivie par la mise en œuvre du bloc de commande du mode`le de simulation
en concordance avec les contraintes formule´es en section 5.2 et, en ﬁn de section, on
discute les re´sultats obtenus. Le chapitre est comple´te´ par la section 5.4 de conclusions.
Enﬁn, les travaux pre´sente´s dans ce chapitre ont e´te´ partiellement publie´s en (Zainea
et al., 2006).
5.2 Le convertisseur a` double re´sonance
L’analyse de la fre´quence de commutation est une fac¸on tre`s re´pandue de classiﬁer les
convertisseurs a` courant continu (Papafotiou and Morari, 2005). Ainsi, il existe des
convertisseurs a` fre´quence de commutation ﬁxe, tel que, par exemple, le convertis-
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Circuit de
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Fig. 5.1 – Circuit e´lectrique du convertisseur double re´sonant a` demi pont. Ce conver-
tisseur est utilise´ dans l’imagerie me´dicale, la re´sistance Rt mode´lisant le tube a` rayons
X. Les transistors T1 et T2 sont re´alise´s en technologie IGBT
seur « boost » et des convertisseurs a` fre´quence variable, appele´s aussi convertisseurs
re´sonants, cate´gorie a` laquelle appartient aussi le convertisseur a` double re´sonance
donne´ ﬁgure 5.1. L’avantage principal des convertisseurs re´sonants par rapport aux
convertisseurs a` fre´quence ﬁxe est qu’ils produisent des pertes minimales, quasiment
nulles, lors des commutations d’interrupteurs. L’inconve´nient de ces structures est
d’une part la complexite´ des mode`les et d’autre part les diﬃculte´s dans la concep-
tion des lois de commande. De plus, la fre´quence variable de commutation ne´cessite
l’utilisation de ﬁltres plus performants pour minimiser l’impact des interfe´rences
e´lectromagne´tiques.
D’un point de vue qualitatif, le fonctionnement du convertisseur a` double re´sonance
doit assurer le transfert d’e´nergie a` partir des sources vers la charge, ce qui se re´alise
principalement par l’interme´diaire de l’oscillateur. Ainsi, quand un IGBT est en
conduction, l’e´nergie est transfe´re´e vers l’oscillateur et pour que ce proce´de´ soit eﬃ-
cace, les phases de l’oscillateur doivent eˆtre synchronise´es avec le signe des sources.
Autrement, si on conside`re par exemple qu’on arrive a` fermer l’IGBT T1 lorsque
VCr > E+ > 0, alors le courant dans l’IGBT s’« e´crase » rapidement menant ainsi a`
son blocage. Une partie de l’e´nergie stocke´e par le circuit re´sonant est transfe´re´e a`
son tour a` la charge, aux bornes de laquelle on retrouve la tension alternative induite
par l’oscillateur, module´e par le transformateur et redresse´ par le ﬁltre de sortie. Une
autre partie de cette e´nergie retourne aux sources lorsqu’au moins une des diodes est
en conduction.
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T1
T2D¯1
D¯2
[ISw1 ↘ 0] [ISw2 ↗ 0]
close1 [ISw1 = 0]
close1 [ISw1 < 0]
close2 [ISw2 = 0]
close2 [ISw2 > 0]
Fig. 5.2 – Automate de commande de la partie « Circuit de commutation »
5.2.1 Fonctionnement normal du syste`me
L’application du convertisseur e´tudie´ dans le cadre de ces travaux est l’alimentation
d’un tube a` rayons X utilise´ dans le domaine de l’imagerie me´dicale. Ce type d’appli-
cation fait appel a` des puissances e´leve´es de´livre´es dans des de´lais tre`s courts, ce qui
entraˆıne des contraintes fortes en ce qui concerne l’application de la loi de commande.
Ces contraintes de fonctionnement peuvent eˆtre de´crites de la fac¸on suivante :
C1. les deux IGBTs ne peuvent pas eˆtre en conduction simultane´ment, ce qui consti-
tuerait un quasi court-circuit sur les sources c’est-a`-dire une augmentation rapide
des courants dans les IGBTs qui, en plus, favorise uniquement l’e´change d’e´nergie
entre les sources ;
C2. si un des deux IGBTs est en conduction alors il ne peut pas eˆtre ouvert par une
commande externe, ce qui produirait des commutations dures dans le syste`me
(ceci entraˆınerait une discontinuite´ au niveau du courant dans l’inductance situe´e
sur la meˆme branche et, donc, une discontinuite´ de la variable d’e´tat associe´e). Cet
emploi des interrupteurs commande´s est aussi connu sur le nom de commutation
a` courant nul (ZCS – zero current switch).
En plus des contraintes de fonctionnement, la manie`re souhaite´e de re´aliser la com-
mande du syste`me, c’est-a`-dire de connecter alternativement les sources a` la partie
re´sonante, introduit un ensemble supple´mentaire de contraintes, synthe´tise´ par l’au-
tomate de commande donne´ ﬁgure 5.2. Ainsi, l’e´volution de cet automate peut eˆtre
de´crite en terme de contraintes de la fac¸on suivante :
S1. les IGBTs doivent alterner leur e´tat discret passant, la dure´e entre le blocage du
premier et la mise en conduction de l’autre e´tant strictement positive en raison
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T1T1
D1 T2T2
D2D2
ILr
td (k) td (k + 1) td (k + 2)
tc (k) tc (k + 1) tc (k + 2)
temps
Fig. 5.3 – Mise en e´vidence de la variable de commande td sur l’e´volution du courant
ILr
du retard naturel entre la de´tection du blocage d’un et l’enclenchement de la
fermeture de l’autre. Cette contrainte est repre´sente´e en ﬁgure 5.2 par le fait que
le passage de l’e´tat discret T1 vers l’e´tat discret T2 et vice versa se fait par l’e´tat
discret D¯1 et, respectivement, D¯2 ;
S2. une fois T1, respectivement T2, passe´ en mode bloque´ a` cause du passage par ze´ro
de son courant, alors la commande externe d’ouverture de l’IGBT doit survenir
avant le blocage de la diode D1, respectivement D2, aﬁn de ne pas remettre en
question l’alternance des conductions d’IGBT. Sur l’automate de la ﬁgure 5.2 ceci
se traduit par l’absence d’une transition entre D¯1 et T1 et entre D¯2 et T2 ;
S3. si la commande de fermeture de l’IGBT T1, respectivement T2, est force´e lorsque
la diode D1, respectivement la diode D2, est en conduction, alors cette commande
doit eˆtre ignore´e, mais conside´re´e comme e´tant applique´e toujours pour ne pas
perturber l’alternance des conductions d’IGBT. Les transitions de D¯1 vers D¯2 et
de D¯2 vers D¯1 sont le re´sultat de l’application de cette contrainte.
Une fois l’ensemble des contraintes e´nonce´, on peut remplacer les variables de
commande d’action directe sur les IGBTs, close1 et close2, par le temps e´coule´ entre
le blocage de T1, respectivement le blocage de T2, et la mise en conduction de T2,
respectivement la mise en conduction de T1. Autrement dit, la variable de commande
se traduit par le temps d’activite´ de l’e´tat discret D¯1, respectivement D¯2. En plus, on
peut faire ﬁgurer cette variable de commande, qu’on appelle par la suite td (temps de
de´lai), sur l’e´volution du courant ILr = ISw1 + ISw2, comme le montre la ﬁgure 5.3.
Sur la ﬁgure 5.3 on peut distinguer deux types de fonctionnement : conduction dis-
continue, quand il arrive que Sw1 et Sw2 soient bloque´s en meˆme temps, et conduction
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Vt
temps
≈ 1ms > 1ms
Fig. 5.4 – E´volution souhaite´e de la tension aux bornes du tube a` rayons X dans le
but de faire une radiographie
continue, quand Sw1 et Sw2 ne sont jamais bloque´s en meˆme temps. En conduction
continue, il se peut qu’il arrive, pour des pe´riodes courtes, que T1 et D2, respective-
ment T2 et D1, soient en conduction en meˆme temps. Ceci n’est pas contraire a` la
premie`re contrainte, parce qu’ici les sources n’e´changent pas directement de l’e´nergie,
mais cet e´change passe par l’oscillateur, ce qui fait qu’il n’y a pas un emballement du
courant dans T1 ou T2.
5.2.2 Commande en boucle ferme´e
L’application la plus connue de la radiologie est la radiographie standard qui consiste
en la prise d’images, sur un ﬁlm ou sur un e´cran, d’une partie du corps humain. Aﬁn
de pouvoir prendre cette image, il est ne´cessaire d’assurer un certain niveau (moyen)
de tension aux bornes du tube, le proﬁl de´sire´ de la tension e´tant pre´sente´ ﬁgure
5.4. On y identiﬁe deux phases : une phase de monte´e suivie par le ralliement de
la valeur ﬁnale souhaite´e et une phase de descente qui correspond a` la de´charge de
l’e´nergie stocke´e dans le convertisseur par la re´sistance du tube. Ce type d’application
peut exiger une puissance instantane´e importante, jusqu’a` 150kW, suivant diﬀe´rents
parame`tres, un des plus important e´tant l’e´paisseur des tissus a` radiographier.
(Croulard, 2003) propose une commande en boucle ferme´e base´e sur le suivi des
trajectoires du meˆme type que celle donne´e en ﬁgure 5.4. Aﬁn de re´aliser ce suivi, on
de´ﬁnit un quadrillage de points d’e´quilibre dans l’espace d’e´tat, tel qu’il est possible
de trouver des lois de commande locales qui stabilisent le syste`me autour de ces
points. Ainsi, il est possible de traduire le proﬁl de la trajectoire a` suivre dans un
enchaˆınement de points qui appartiennent a` la grille. Maintenant, pourvu que la grille
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soit suﬃsamment dense telle que le domaine stabilisable par la loi de commande locale
associe´e a` un point donne´ contienne tous les points voisins a` ce point, on peut assurer
le suivi de la trajectoire donne´e en choisissant convenablement l’enchaˆınement des lois
de commandes locales a` appliquer. Par la suite, on de´crit brie`vement les principales
e´tapes de cette me´thode, ainsi que les principales hypothe`ses prise en compte.
E´tant donne´ le fonctionnement normal de´crit dans la section 5.1, le re´gime station-
naire est caracte´rise´ par une e´volution pe´riodique, qu’on appelle aussi cycle (limite).
Si on conside`re uniquement les cycles ou` on applique le meˆme td a` la mise en conduc-
tion de l’IGBT T1 et a` la mise en conduction de l’IGBT T2, alors la valeur moyenne
du courant ILr est nulle ; de plus, on constate que les instants de de´but des temps de
de´lai, tc (cf. ﬁgure 5.3), se trouve pre´cise´ment au de´but, au milieu et a` la ﬁn du cycle.
A ces instants la` on trouve aussi que :
|VCr (tc (k + 1))| = |VCr (tc (k))| (5.1a)
|ILp (tc (k + 1))| = |ILp (tc (k))| (5.1b)
Vt (tc (k + 1)) = Vt (tc (k)) (5.1c)
pour tout k > N , ou` tc (N) est le de´but de l’e´volution cyclique.
Soit x¯ =
(
Vt |ILp| |VCr|
)T
, avec x¯0 = x¯ (tc (k)) , ∀k > N et soit la variable
de commande td, avec td0 la valeur qui correspond au cycle conside´re´. Dans ce cas,
on peut de´ﬁnir dans le voisinage de (x¯0, td0) le mode`le line´aire e´chantillonne´ tangent
suivant :
x (k + 1) = Fbfx (k) +Gbfu (k) , (5.2)
ou` x = x¯ − x¯0, u = td − td0 et la pe´riode d’e´chantillonnage est e´gale a` la moitie´
de la dure´e du cycle, qui de´pend a` son tour de (x¯0, td0). Les matrices Fbf et Gbf
sont de´termine´es par une me´thode nume´rique a` partir de la simulation du syste`me
autour du point d’e´quilibre. De cette manie`re, en de´ﬁnissant un quadrillage uniforme
de l’espace tension – courant du tube, qui de´ﬁnit a` son tour un quadrillage de l’espace
e´tat – commande introduit par (x¯, td), on peut de´ﬁnir un ensemble de mode`les du type
(5.2), chaque mode`le e´tant associe´ au point d’e´quilibre correspondant sur la grille.
Il s’ave`re que ce mode`le re´duit d’e´tat est suﬃsant pour les besoins de conception
de la commande en boucle ferme´e. Diﬀe´rentes strate´gies de commande ont e´te´ ainsi
de´veloppe´es en (Croulard, 2003), tel que la commande par placement de poˆles, la com-
mande LQ (Linear Quadratic), la commande H∞ et la commande QFT (Quantitative
Feedback Theory). Par exemple, en ce qui concerne la commande LQ, celle ci e´tant
la commande qui a donne´ les meilleurs re´sultats dans l’imple´mentation pratique, il
est possible de ve´riﬁer que toutes les paires (Fbf , Gbf ) trouve´es ante´rieurement sont
stabilisables. Ainsi, on peut de´terminer pour chaque mode`le du type (5.2) une loi
optimale de commande par retour d’e´tat, u (k) = Kx (k), qui stabilise le syste`me a`
l’origine. De plus, connaissant le proﬁl de la tension Vt aux bornes du tube (cf. ﬁgure
5.4) et le fait que le tube peut eˆtre mode´lise´ par une re´sistance, on en de´duit le proﬁl
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a` suivre par le vecteur d’e´tat x¯. Comme on l’a de´ja` e´nonce´, a` partir de ce proﬁl et des
lois de commande de´ﬁnies localement, on peut assurer le suivi global de la trajectoire.
Ne´anmoins, pour que la commande soit faisable, il est ne´cessaire qu’en plus le
quadrillage de l’espace d’e´tat soit fait de telle sorte que les re´gimes transitoires entre
deux points adjacents soient suﬃsamment courts. Ceci est duˆ au fait qu’entre deux
points d’e´quilibre la valeur moyenne du courant ILr n’est plus nulle et une dure´e
excessivement longue du re´gime transitoire peut conduire a` une e´volution oscillante de
ILr, mais par des valeurs strictement positives, respectivement strictement ne´gatives.
Ainsi, il est e´vident qu’une telle e´volution, vu le fonctionnement normal de´crit en
sous-section 5.2.1, rend le syste`me impossible a` commander et, donc, en dehors des
hypothe`ses de travail formule´es.
Remarque 5.1 Aﬁn d’obtenir une radiographie, il est ne´cessaire d’imposer un cer-
tain niveau de tension aux bornes du tube (cf. ﬁgure 5.4). Comme pre´cise´ ante´rieu-
rement, le re´gime permanent est caracte´rise´ par une e´volution cyclique des grandeurs
d’e´tat, tandis que l’asservissement de´termine´ par la me´thode LQ assure un niveau de
tension en de´but, au milieu et en ﬁn de cycle. Ne´anmoins, e´tant donne´ le fait que la
dure´e du cycle est de l’ordre de quelques microsecondes, tandis que la constante de
temps du syste`me forme´ par la capacite´ e´quivalente du ﬁltre de sortie et la re´sistance
du tube est de 0, 5ms pour les fortes puissances a` quelques dizaines de millisecondes
aux faibles puissances, on peut faire l’hypothe`se que la tension aux bornes du tube est
constante sur la dure´e d’un cycle de commande.
5.2.3 Proble´matique du de´marrage. Solution propose´e
L’utilisation de la commande en boucle ferme´e telle qu’on l’a pre´sente´ en sous-section
5.2.2 est conditionne´e par le respect des hypothe`ses faites. Ainsi, une fois dans le voi-
sinage d’un des points d’e´quilibre sur la grille, il est possible de ramener la tension du
tube au niveau impose´ selon un proﬁl continu souhaite´. Toutefois, il est impossible de
de´ﬁnir des mode`les de type (5.2) autour de x¯ = 0 avec des valeurs de td0 signiﬁcatives
du point de vue des contraintes demande´es en temps de re´ponse du syste`me en boucle
ferme´e, la pe´riode (e´ventuelle !) des cycles e´tant trop importante. En plus, la dure´e du
re´gime transitoire pour stabiliser le syste`me autour du point le plus proche de la grille,
avec des conditions initiales nulles, fait qu’il est impossible de garantir la faisabilite´ de
la loi de commande, telle qu’on l’a de´ja` discute´ ante´rieurement. D’ailleurs, on arrive
a` constater pratiquement qu’une application directe de la loi de commande en boucle
ferme´e, sans aucune pre´caution, peut conduire a` ce type d’e´volution critique.
Pour surmonter ce proble`me on cherche une se´quence limite´e de cycles de com-
mande qu’on applique en boucle ouverte telle que l’e´volution du syste`me sur la dure´e
du de´marrage a` partir des conditions initiales nulles assure un suivi de trajectoire
pour la tension Vt, ainsi qu’une e´volution quasi pe´riodique et centre´e autour du
ze´ro de ILr, aﬁn de pouvoir enchaˆıner ensuite avec la commande en boucle ferme´e.
De cette manie`re, on peut envisager d’extraire parmi l’ensemble des se´quences de
de´marrage possible celle minimisant une fonction de couˆt de´pendant de ILr et Vt.
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Plus pre´cise´ment, la solution propose´e est d’utiliser un processus d’optimisation non-
line´aire, ou` la fonction de couˆt est calcule´e par simulation. Toutefois, pour ce faire,
e´tant donne´ qu’on ne peut plus utiliser un mode`le e´chantillonne´ comme lors de la
de´termination de la commande en boucle ferme´e, il est impe´ratif d’utiliser un mode`le
plus ﬁn du syste`me, tel que le mode`le de simulation de´termine´ selon la me´thode de´crite
dans le chapitre 4.
5.3 De´termination hors-ligne de la se´quence de de´-
marrage en boucle ouverte
Par la suite, aﬁn de de´terminer la se´quence des instants de de´marrage, la fonction
de couˆt est de´ﬁnie de manie`re rigoureuse en sous-section 5.3.1. En plus, pour que le
mode`le de simulation propose´ en chapitre 4 soit ope´rationnel, il faut pre´ciser la mise
en œuvre du bloc de commande en fonction des besoins de l’application. Ainsi, la
sous-section 5.3.2 pre´sente la construction de ce bloc telle que les contraintes de fonc-
tionnement de´ﬁnies soient respecte´es. Les re´sultats de l’optimisation sont pre´sente´s et
discute´s en sous-section 5.3.3.
5.3.1 Formulation de la fonction de couˆt pour la se´quence de
de´marrage
Comme on l’a de´ja` pre´cise´, la fonction de couˆt doit prendre en compte l’e´volution
de Vt et de ILr. Pour eˆtre encore plus pre´cis en ce qui concerne Vt, en phase de
de´marrage, son e´volution doit suivre une pente de 100kV/ms. Ainsi, a` partir du circuit
du convertisseur a` double re´sonance on en de´duit que :
Vt = VCs1 + VCs2 (5.3)
d’ou` on obtient par de´rivation, cf. ﬁgure 5.1, que :
V˙t = V˙Cs1 + V˙Cs2
= ICs1/Cs1 + ICs2/Cs2
= IDs1/Cs1 + IDs2/Cs2 − It (1/Cs1 + 1/Cs2) .
(5.4)
Au de´marrage, le courant dans le tube, It, est ne´gligeable par rapport a` IDs1 ou IDs2,
en eﬀet pendant cette phase de fonctionnement une part importante de ces courants
sert a` « charger » les capacite´s du ﬁltre de sortie. En faisant ceci, on re´duit l’inﬂuence
de la re´sistance du tube sur le processus d’optimisation, sachant que la re´sistance du
tube est lie´e a` la puissance souhaite´e et, donc, a` l’application me´dicale. La valeur
moyenne de la pente de Vt au de´marrage a` conditions initiales nulles est alors donne´e
par :
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¯˙Vt =
1
Cs1tf
tf∫
0
IDs1dt+
1
Cs2tf
tf∫
0
IDs2dt, (5.5)
ou` tf de´note la dure´e totale du processus de de´marrage.
En ce qui concerne la ne´cessite´ d’avoir un courant ILr pe´riodique, ceci peut se
traduire, duˆ au conservatisme des contraintes de fonctionnement, par une condition
de minimisation du module de la valeur moyenne :
∣∣I¯Lr∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1
tf
tf∫
0
ILrdt
∣∣∣∣∣∣ . (5.6)
Maintenant la fonction de couˆt globale pour le processus de de´marrage est donne´e
par :
L = α
∣∣∣ ¯˙V rt − ¯˙Vt∣∣∣+ ∣∣I¯Lr∣∣ , (5.7)
ou` α est un coeﬃcient de ponde´ration qui sert a` la mise a` l’e´chelle, ¯˙V rt = 10
8V/s est
la valeur de re´fe´rence pour la pente de la tension du tube et ¯˙Vt, respectivement I¯Lr,
est calcule´ a` partir de (5.5), respectivement (5.6).
5.3.2 Imple´mentation du bloc de commande
La re´alisation du bloc de commande re´sulte de la traduction directe de l’automate
donne´ ﬁgure 5.2 adapte´e au proble`me du de´marrage. Cette traduction me`ne a` l’auto-
mate de commande re´alise´ sous la forme d’un diagramme Statechart, pre´sente´e ﬁgure
5.5. E´tant donne´ la fac¸on alterne´e de commander les IGBTs, les variables de com-
mande, close1 et close2, peuvent eˆtre repre´sente´es par une seule variable, close. Ainsi,
chaque fois que l’e´ve´nement close se produit, on impose la commutation en mode
passant d’un des IGBTs et la variable nc, qui repre´sente le nombre de commutations
commande´es, est incre´mente´e. Quand nc prend la meˆme valeur que n, qui est initialise´
a` la valeur de´sire´e pour la longueur du de´marrage, exprime´e en nombre de temps de
de´lai, la variable de sortie stop prend la valeur 1, ce qui entraˆıne par la suite l’arreˆt de
la simulation. Une fois qu’un IGBT est en mode passant, le seul e´ve´nement qui peut
se produire est le passage par ze´ro du courant ILr : Ilrn de´note le passage de´croissant
par ze´ro, tandis que Ilrp de´note le passage croissant par ze´ro. Le moment de l’occur-
rence d’un de ces e´ve´nements est enregistre´ par la variable tc = clock, qui repre´sente
le de´but du td courant, conforme´ment a` la ﬁgure 5.3. Maintenant, soit une e´volution
du syste`me qui conduit a` l’activation de la situation D1ON, ce qui correspond au
passage en mode ferme´ de la diode D1, tout en gardant l’interrupteur Sw2 ouvert.
Dans ce cas, si nc est e´gale a` n, alors la situation end est active´e et la simulation est
arreˆte´e. Sinon, il y a deux possibilite´s :
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D1ON
en: e[1] = 0;
e[2] = 0;
tc = clock;
T2ON
en: e[1] = 0;
e[2] = 1;
D2ON
en: e[1] = 0;
e[2] = 0;
tc = clock;
start
stop = 0;
end
en: e[1] = 0;
e[2] = 0;
stop = 1;
T1ON
en: e[1] = 1;
e[2] = 0;
close[I_Sw[1]==0]/nc++;
close[I_Sw[1]<0]/nc++;
close/nc++;
Ilrn
close[I_Sw[2]>0]/nc++;
Ilrn[nc>=n]
Ilrp
Ilrp[nc>=n]
close[I_Sw[2]==0]/nc++;
Fig. 5.5 – Mode`le de l’Automate de commande sous Stateﬂow. Les e´volutions possibles
sont en concordances avec les contraintes pre´cise´es en section 5.1
– soit Sw2 reste ouvert (ISw2 = 0) jusqu’au moment ou` l’e´ve´nement close se pro-
duit et dans cette situation l’interrupteur T2, et implicitement l’interrupteur
Sw2, devient passant, la situation T2ON devenant active ;
– soit Sw2 est de´ja` devenu passant (ISw2 > 0 duˆ au fait que D2 est devenue
passante), lors de l’occurrence de l’e´ve´nement close il ne se produit plus la
fermeture de T2, donc la commande est ignore´e, la situation D2ON devenant
active.
Remarque 5.2 L’utilisation des e´tiquettes D1ON et D2ON peut eˆtre trompeuse.
Ainsi, au moment ou` l’e´ve´nement close se produit Sw1, respectivement Sw2, peut eˆtre
de´ja` bloque´. Donc, l’appellation T1OFF, respectivement T2OFF, aurait e´te´ plus exacte
que D1ON, respectivement D2ON, mais moins explicite par rapport a` l’e´volution
de´crite dans la ﬁgure 5.3, ce cas la` ne changeant pas la logique de commande.
Le bloc Automate de commande est active´ seulement quand un e´ve´nement de
commande se produit ou lorsqu’un passage par ze´ro de ILr est de´tecte´ (ﬁgure 5.6).
L’e´ve´nement de commande est ge´ne´re´ a` partir de l’e´volution du temps re´el, clock, et
du tableau des temps de de´lai, a priori de´termine´. Aﬁn de pouvoir adresser correc-
tement le tableau, l’indice du temps de de´lai a` appliquer est ne´cessaire, ce qui est
fourni par nc, et, aussi, le moment du de´but de l’intervalle de temps, tc. Les blocs de
retard sont utilise´s pour supprimer la boucle alge´brique qui se forme lors du calcul
des variables nc et tc. Toutefois, l’utilisation de ces blocs ne changent pas le fonction-
nement global du syste`me parce que les temps de de´lai sont strictement supe´rieures a`
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Fig. 5.6 – Re´alisation du bloc Commande. Tout comme dans le cas du mode`le de
simulation, les blocs de me´moire coupent les boucles alge´briques qui se forment autour
du bloc Automate de commande
ze´ro. Finalement, pour de´tecter les passages par ze´ro de ILr et e´tant donne´ que ISw1
et ISw2 sont e´galement requis par l’Automate de commande, on compose ILr comme
la somme de ces deux courants.
5.3.3 Re´sultats
Avant de donner les re´sultats obtenus, on pre´cise que pour des raisons de stabilite´ et
de robustesse de la solution, il est ne´cessaire de conside´rer une se´quence « courte » de
de´marrage. Ainsi, tenant compte aussi de l’expe´rience pratique avec le syste`me re´el,
la se´quence de de´marrage consiste dans la fermeture 3 fois de chaque IGBT, ce qui
revient a` une se´quence de dure´e 6 td. Cependant, sachant que le de´marrage se fait a`
conditions initiales nulles, la valeur du premier td est arbitraire. Donc, on construit
le vecteur Td =
(
td (1) . . . td (5)
)T
des variables de commande, ou chaque td est
limite´ infe´rieurement par 10−7s et supe´rieurement par 10−5s. A chaque ite´ration du
processus d’optimisation, on utilise dans la simulation du syste`me le Td de l’ite´ration
ante´rieure aﬁn d’e´valuer la fonction de couˆt et, de cette manie`re, obtenir le nouveau
Td.
Le processus d’optimisation est eﬀectue´ a` l’aide de la boˆıte a` outils Optimisation
de Matlab. Plus pre´cise´ment, la fonction employe´e est fmincon qui permet de re´soudre
des proble`mes d’optimisation non-line´aires sous contraintes. La fonction de couˆt est
e´value´e selon (5.7), ou` un pas de simulation est ne´cessaire aﬁn de pouvoir estimer (5.5)
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et (5.6), sachant qu’on a choisi α = Cs1 = Cs2. L’initialisation de l’algorithme est faite
avec une se´quence de de´marrage de´termine´e par l’emploi des heuristiques issues de
l’expe´rience : T 0d =
(
15 60 7 48 51
)T · 10−7s, se´quence utilise´e en pratique. De
plus, on conside`re le de´but du de´marrage a` t = 20 · 10−7s. L’estimation de la fonction
de couˆt correspondante donne L0 = 32, 02 pour une dure´e totale du de´marrage de
t0f = 5, 615 · 10−5s et une valeur ﬁnale de la tension du tube de V 0t = 5515V.
Le processus d’optimisation par rapport a` la fonction de couˆt de´ﬁnie converge vers
la valeur T find =
(
21, 19 57, 71 14, 50 35, 48 44, 62
)T · 10−7s. Cette se´quence de
de´marrage correspond a` une e´valuation de la fonction de couˆt de Lfin = 0, 44 pour
une dure´e totale de tfinf = 5, 746 · 10−5s et une valeur ﬁnale de la tension du tube
de V fint = 5655V. L’eﬀort principal dans le processus d’optimisation a e´te´ concentre´
dans l’ame´lioration de la syme´trie du courant ILr. Cette ame´lioration de l’e´volution
du courant ILr est entie`rement due au choix des instants de commutation et n’est
aucunement le re´sultat d’une compression de la dure´e du de´marrage. On pre´sente
ﬁgure 5.7 les e´volutions initiales et ﬁnales du courant ILr, de la tension du tube Vt
et du courant ILp. En meˆme temps, l’enchaˆınement des modes est le meˆme entre la
se´quence initiale et la solution trouve´e (ﬁgure 5.7(d)), les deux e´volutions se situant
dans le cadre du fonctionnement continu. A titre d’exemple, on pre´sente en ﬁgure
5.8(a) l’e´volution du courant ILr pour la se´quence de de´marrage optimale, en mettant
en e´vidence la conduction des interrupteurs de la partie commande.
Remarque 5.3 Par expe´rience, il est possible de constater que la perte de synchro-
nisation due a` une e´volution du courant ILr qui ne traverse plus ze´ro est pre´ce´de´e
par une e´volution du meˆme type du courant ILp. Par conse´quent, dans les me´thodes
utilise´s jusqu’a` pre´sent, plutoˆt que d’analyser le de´centrement du courant ILr, on ana-
lysait le de´centrement du courant ILp. Ainsi, meˆme de ce point de vue, on constate
ﬁgure 5.7(c) que la se´quence trouve´e par le processus d’optimisation est meilleure par
rapport a` ce crite`re que la se´quence initiale.
E´tant donne´ que la fonction de couˆt n’est pas convexe par rapport a` Td, la conver-
gence du processus d’optimisation ne garantit pas de trouver l’optimum global. Ainsi,
un phe´nome`ne inte´ressant se produit si la recherche s’eﬀectue dans une re´gion de l’es-
pace ou` certaines valeurs de td sont proches de la limite supe´rieure. Dans ce cas, il
est possible que le fonctionnement du syste`me soit discontinu (ﬁgure 5.8(b)), ce qui
entraˆıne la convergence vers un minimum local dont la fonction de couˆt est supe´rieure
a` Lfin. Un tel minimum est repre´sente´ par T
l
d =
(
33, 36 55, 18 1 88, 65 100
)T ·
10−7s auquel il lui correspond une fonction de couˆt Ll = 1, 39.
5.4 Conclusion
Dans ce chapitre, il a e´te´ pre´sente´ une solution pour la de´termination du de´marrage en
boucle ouverte du convertisseur a` double re´sonance. Ce de´marrage en boucle ouverte
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Fig. 5.7 – E´volutions du courant ILr, de la tension Vt et du courant ILp lorsqu’on
applique les se´quences optimale (courbes continues) et initiale (courbes discontinue)
de de´marrage. En plus, on donne aussi l’enchaˆınement des conﬁgurations lorsqu’on
applique les se´quences optimale (courbe continue) et initiale (courbe pointille´e). La
conﬁguration du syste`me, ou` l’ordre des interrupteurs est Sw1, Sw2, Ds1 et Ds2, est
repre´sente´e par la conversion en de´cimal, loc − 1, du codage boole´en de la diﬀe´rence
par rapport a` la conﬁguration de re´fe´rence, Sw1 et Sw2 ferme´s, Ds1 et Ds2 ouverts
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Fig. 5.8 – E´volution du courant ILr (A) dans deux cas de ﬁgure : lorsqu’on applique
la se´quence optimale de de´marrage, et lorsqu’on applique une se´quence sous-optimale
de de´marrage
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est ne´cessaire aﬁn de ramener le syste`me dans un voisinage du re´gime oscillant sta-
tionnaire a` partir de conditions initiales nulles. La solution propose´e est de de´terminer
une se´quence limite´e de commandes au de´marrage par un processus d’optimisation
non-line´aire avec contraintes, ou` l’estimation de la fonction de couˆt impose´e se fait
par simulation. Cette solution, assez simple du point de vue de la conception de la loi
de commande, a e´te´ rendue possible par la complexite´ et la ﬂexibilite´ du mode`le de
simulation.
En ce qui concerne la robustesse de la se´quence de de´marrage par rapport a` la
re´sistance du tube et, donc, de la zone du corps a` radiographier, on constate qu’une
modiﬁcation de l’ordre d’un facteur 10 et meˆme 100 de Rt ne change pas l’e´volution
de l’e´tat au de´marrage. Ne´anmoins, une e´tude plus avance´e est ne´cessaire aﬁn de
conﬁrmer cette conclusion dans tout l’intervalle de variation de Rt.
Une autre direction d’ame´lioration de la me´thode pre´sente´e est lie´e au processus
d’optimisation. Ainsi, il est possible que le calcul du gradient de la fonction de couˆt
soit mal conditionne´ quand la se´quence d’enchaˆınement de modes change, la fonction
de couˆt pouvant ne pas eˆtre lisse ou, meˆme, continue. Ne´anmoins, des travaux plus
re´cents (Yunt and Barton, 2006) oﬀrent des pistes inte´ressantes pour re´soudre ce genre
de proble`mes.
On aurait pu, e´videmment, envisager l’utilisation d’autres approches hybrides,
d’autant plus que la commande optimale dans le domaine des syste`mes hybrides
connaˆıt actuellement un essor incontestable. Toutefois, l’application des me´thodes
formelles, telles que e´nonce´es par (Corona et al., 2004; Geyer et al., 2004; Riedinger et
al., 1999; Xu and Antsaklis, 2002) est mise en diﬃculte´ par la pre´sence des diodes dans
le syste`me qui peuvent commuter a` tout moment, ce qui rend la se´quence de de´marrage
a priori inconnue et les moments de commutation de´synchronise´s de toute horloge
externe. D’autres diﬃculte´s supple´mentaires sont introduites par le fait que les com-
mutations autonomes entraˆınent souvent des changements au niveau de la dimension
du vecteur d’e´tat explicite. En meˆme temps, la formalisation des contraintes fonction-
nelles impose´es par la pratique est loin d’eˆtre triviale. Toutes ces conside´rations font
des convertisseurs re´sonants des e´tudes de cas tre`s inte´ressantes pour ouvrir davantage
le champ d’application des syste`mes hybrides.

Chapitre 6
Conclusions et perspectives
L’objectif de cette the`se a e´te´ de proposer une de´marche compositionelle syste´matique
qui associant un mode`le logique pour les conditions de commutation des interrupteurs
en comple´ment de leur aspect e´nerge´tique a permis d’obtenir un mode`le comple`tement
explicite de type automate hybride pour des syste`mes physiques en commutation tels
que les convertisseurs en e´lectronique de puissance. Le point de de´part de la me´thode
a e´te´ constitue´ par les re´sultats obtenus dans le cadre du formalisme de mode´lisation
compositionnelle tel que les bond graphs commute´s. Il e´tait alors possible de trou-
ver les conﬁgurations permises du syste`me et d’expliciter les dynamiques continues
associe´es a` chaque conﬁguration permise d’interrupteurs ainsi que l’expression des
fonctions de saut lors des commutations. Aﬁn d’aboutir a` l’objectif ﬁxe´, on a duˆ ac-
complir deux pas interme´diaires : l’explicitation du vecteur des variables de puissance
impose´es aux interrupteurs par rapport a` l’e´tat continu et aux entre´es de puissance
dans le syste`me et une explicitation de la logique de commutation au niveau de l’in-
terrupteur. Ce deuxie`me pas a conduit a` la de´ﬁnition d’un nouveau mode`le d’inter-
rupteur de type automate qui prend en compte les deux aspects de celui-ci : l’aspect
e´nerge´tique et l’aspect logique. Il a ainsi e´te´ possible de de´terminer, par composi-
tion de la dimension e´nerge´tique et de la dimension logique du syste`me, les autres
attributs du mode`le automate hybride e´quivalent, a` savoir, l’ensemble invariant et
l’ensemble des transitions avec l’ensemble des e´ve´nements et des conditions de garde.
Pour mieux illustrer la de´marche, le cas du convertisseur « boost » a e´te´ traite´, du
sche´ma e´lectrique a` l’automate hybride. Finalement, dans le cadre du paradigme de
simulation par de´tection d’e´ve´nements, le mode`le automate hybride obtenu a e´te´ em-
ploye´ pour de´terminer, par une proce´dure syste´matique, un mode`le de simulation
sous Simulink. C’est d’ailleurs par cette me´thode qu’un mode`le de simulation a e´te´
re´alise´ pour un convertisseur a` double re´sonance qui a permis la de´termination d’une
se´quence de de´marrage de celui-ci.
Les principaux avantages de la me´thode expose´e ici consistent dans son degre´
de ge´ne´ralite´ et dans son coˆte´ syste´matique. Cependant, le caracte`re exhaustif du
mode`le automate hybride constitue son principal de´faut : la complexite´ accrue de la
repre´sentation rend diﬃcile, sinon impossible dans le cas le plus ge´ne´ral, la re´solution
des proble`mes importants tels que l’analyse de la stabilite´ ou la commande. Ainsi,
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il est possible qu’une simpliﬁcation du mode`le soit ne´cessaire, sous certaines hy-
pothe`ses, aﬁn de rendre la repre´sentation utilisable. Ne´anmoins, comme on l’a vu
dans le chapitre de´die´ a` l’application, des approches qui conside`rent les interrupteurs
comme toujours commandables peuvent conduire a` l’e´chec, puisque le franchissement
des transitions autonomes peut conduire a` l’impossibilite´ d’appliquer certaines com-
mandes. Donc, la ne´cessite´ du mode`le exhaustif reste pour la bonne compre´hension
du comportement du syste`me, mais une e´tude future est ne´cessaire pour bien poser
les hypothe`ses de travail compatibles avec des formalismes de commande approprie´s.
A ce sujet, certains travaux ont e´te´ de´ja` eﬀectue´s, en dehors des travaux de the`se, tels
que dans l’e´tude des cycles limites (Zainea et al., 2007c) ou dans la commande stabili-
sante des convertisseurs de puissance quand des lignes de transmission sont pre´sentes,
(Zainea et al., 2007a; Zainea et al., 2007b).
Le meˆme proble`me de la complexite´, cette fois combinatoire, se pose e´galement
pour la simulation des syste`mes physiques avec des interrupteurs, le principal de´savan-
tage de la me´thode propose´e dans le cadre de cette the`se e´tant la quantite´ de me´moire
ne´cessaire pour stocker toutes les donne´es du syste`me. Comme on l’a de´ja` discute´ dans
les conclusions du chapitre 4, une solution alternative peut eˆtre le stockage successif au
fur et a` mesure de l’e´volution du syste`me dans les diﬀe´rents modes. Toutefois, a` cause
des transitions autonomes possibles, ce nombre peut e´galement devenir assez vite un
proble`me. En eﬀet pour e´valuer si un mode est une cible possible d’une transition, il
doit eˆtre entie`rement de´termine´. De plus, le gain en me´moire se traduit par un couˆt
supple´mentaire de calcul en ligne.
Finalement, une attention particulie`re devrait eˆtre preˆte´e a` l’analyse des re´sultats
fournis par les principales approches compositionnelles qui ont comme but une repre´-
sentation explicite dans chaque conﬁguration du syste`me : les bond graphs commute´s
et la formulation port-Hamiltonienne a` ports parame´tre´s. Ainsi, si, par exemple, l’ap-
proche bond graph posse`de l’avantage de conduire a` la de´termination des e´quations
dynamiques explicites associe´es a` chaque mode, la formulation port-Hamiltonienne
compte une repre´sentation explicite par rapport aux variables logiques associe´es a` la
conﬁguration d’interrupteurs. D’ailleurs, en ce qui concerne l’approche port-Hamil-
tonienne, une premie`re avance´e pour l’obtention du mode`le automate hybride a e´te´
de´ja` faite (Valentin et al., 2006). Des travaux au sujet de la comparaison des deux
approches ont e´te´ de´ja` eﬀectue´s, tels que (Cormerais et al., 2007), et on estime en
ce moment que les deux approches sont interchangeables, les points manquant d’une
approche par rapport a` l’autre pouvant eˆtre comble´s. E´tant donne´ le caracte`re quasi
concomitant du de´roulement des travaux de cette the`se et des travaux concernant la
formulation port-Hamiltonienne, beaucoup reste encore a` faire.
Annexe

Annexe A
De´monstration du lemme 3.9
On montre uniquement la validite´ de la relation (3.20a), la meˆme proce´dure pouvant
eˆtre utilise´e pour montrer e´galement la validite´ de la relation (3.20b). De plus, par
un souci de brie`vete´, on e´carte ici l’indice j correspondant a` la conﬁguration en ques-
tion. En utilisant comme point de de´part la relation (3.20a), compte tenu du lemme
d’inversion :
(A− BCD)−1 = A−1 + A−1B (C−1 −DA−1B)−1 DA−1 (A.1)
et de la relation de de´ﬁnition pour R, on trouve que :
[
Fi − (F + FiS12)R
(
ST12Fi + F
T
)]−1
= F−1i + F
−1
i (F + FiS12)
[
ST12FiS12+
F TS12 + S
T
12F + Fd −
(
ST12Fi + F
T
)
F−1i (F + FiS12)
]−1 (
ST12Fi + F
T
)
F−1i
= F−1i + F
−1
i F
(
Fd − F TF−1i F
)−1
F TF−1i + S12
(
Fd − F TF−1i F
)−1
F−1i F+
F−1i F
(
Fd − F TF−1i F
)−1
ST12 + S12
(
Fd − F TF−1i F
)−1
ST12
(A.2)
Par calcul direct, on peut montrer que :(
Fi F
F T Fd
)(
F−1i + F
−1
i FF¯
−1F TF−1i −F−1i FF¯−1
−F¯−1F−1i F F¯−1
)
= I, (A.3)
ou` F¯ =
(
Fd − F TF−1i F
)
et, par conse´quence, compte tenu de l’unicite´ de l’inverse,
on obtient a` partir de (A.2) la relation qu’on cherchait a` montrer, (3.20a).
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